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Vorrede. 



In den Untersuchungen über „den integrirenden Factor 
und die partikularen Integrale", die als Prolegomena zur 
Theorie der Integration erschienen sind , hat sich heraus- 
gestellt, dass die Differenzial-Gleichungen nicht durch directe 
Operationen integrirt werden können, dass man sich also bei 
ihnen nach einer andern, mehr indirecten, Methode umsehen 
müsse. 

Diese andere Methode ist die Construction aus partiku- 
laren Integralen, deren Begründung und Feststellung den 
wesentlichen Inhalt der gegenwärtigen Untersuchungen bildet. 

Die Construction der Differenzial - Gleichungen liefert 
zwar anfangs nur einzelne integrirbare Gleichungen , während 
alle übrigen nebenliegenden Gleichungen zunächst unintegrirt 
bleiben. Doch zeigt sich, dass mit Erweiterung der Con- 
stuctionen auch die Integrationen erweitert werden, so dass 
immer mehr und mehr Differenzial- Gleichungen in den Kreis 
der Integrationen eintreten. — Wird diese naturgemässe Er- 
weiterung bis an's Ende fortgesetzt, so ist das Ergebniss, 
dass jede einzelne Klasse von Differenzial - Gleichungen 
schlechthin allgemein integrirt werden kann, wodurch das 
Ziel der Wissenschaft erreicht ist. 

Natürlich werden die hiezu erforderlichen Functionen an- 
gewendet werden müssen, wie diess ja auch bei der Inte- 
gration der Differenzial -Ausdrücke der Fall ist. Denn, wie 
es die Natur der Aufgabe verlangt, so, und nicht anders 
muss verfahren werden. So wenig man von den vorhan- 
denen alten Functionen der Analysis die Integration aller 



IV 



Differenzial- Aus drücke erwartet, eben so wenig ist von 
ihnen die allgemeine Integration der viel schwieligeren Dif- 
ferenzial - Gleichungen zu erwarten , und in der That ist 
auch in diesen beiden Abtheilungen der Integral - Rechnung 
mit der Aufstellung neuer Functionen vorgegangen worden. 

Die partikularen Integrale, aus denen die Differenzial- 
Gleichungen construirt werden, sind theils einfache Functionen, 



wie x* e" 1 , theils bestimmte Integrale , wie x v \ e"* Vdu, 



theils bestimmte Differenziale , wie d(V(d . . 8(e' 



Zwar sind bisher in der Analysis nur die einfachen Func- 
tionen und die bestimmten Integrale im Gebrauche; allein 
schon diese Zusammenstellung zeigt, dass man der Voll- 
ständigkeit willen auch an bestimmte Differenziale denken 
müsse. — Wird nun die Construction aus bestimmten Dif- 
ferenzialen versucht, so zeigt sich, dass diese als sehr wesent- 
liche Glieder in der Reihe der partikularen Integrale erscheinen, 
so dass in dreifacher Gliederung: die einfachen Functionen, 
die bestimmten Integrale und die bestimmten Differenziale 
die ihnen zufallenden Aufgaben zu lösen haben. 

Es ist klar, dass mit der Construction der Differenzial- 
Gleichungen einer unabhängig Veränderlichen der Kreis der 
Untersuchungen nicht geschlossen ist, und dass vielmehr auch 
die Construction der Differenzial - Gleichungen mehrerer 
unabhängig Veränderlicher versucht werden muss. Diess 
zu thun, und den reichen Schatz, der in den Differenzial - 
Gleichungen mehrerer unabhängig Veränderlicher liegt , durch 
Construction zu erheben, wird die Aufgabe weiterer Unter- 
suchungen sein. 

Wfirzburg, 18. November 1869. 
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Einleitung. 



§ 1. Exposition. 



Die Construction der Differenzial - Gleichungen aus parti- 
kularen Integralen besteht in der Methode , aus beliebig voraus- 
gesetzten Functionen die ihnen entsprechenden Differenzial - 
Gleichungen jeden Grades abzuleiten. Die vorausgesetzten 
Functionen sind die partikularen Integrale der abgeleiteten 
Gleichungen, und diese sind demnach integrirt, so wie sie 
construirt sind. 

Die als partikulare Integrale vorausgesetzten Functionen 
erscheinen in drei wesentlich verschiedenen Formen, je nach- 
dem in ihnen Differenzial- und Integral - Operationen enthalten 
sind, oder nicht. 

1) Das partikulare Integral ist eine algebraische Function, 
die weder Differenzial- noch Integral - Operationen einschliesst, 

z. B. y = acV x ' . Solche Functionen in solcher Einzelnheit, 
geben nur beschränkt allgemeine Resultate, bahnen jedoch den 
Weg der Construction fUr die nachfolgenden Functionen. 

2) Das partikulare Integral ist eine all g em eine Function 
in *er Form eines bestimmten Integrals, z. B. 



Solche Ausdrücke repräsentiren nicht mehr eine, sondern be- 
liebig viele Formen von Functionen, je nach den verschiedenen 
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Werthen von er, und liefern desswegen auch viel allgemeinere 
Resultate. 

3) Das partikulare Integral ist eine allgemeine Function 
in der Form eines bestimmten D i f f e r e n z i a 1 s, z. B. 



Auch solche Ausdrücke repräsentiren beliebig viele Formen 
von Functionen, je nach den verschiedenen Werthen von a, und 
liefern dieselben allgemeinen Resultate, wie die vorhergehenden 
Ausdrücke. 

Die zweite Form, die Integration durch bestimmte In- 
tegrale ist von Euler in die Wissenschaft eingeführt worden, 
zwar nicht allgemein für Differenzial - Gleichungen jeder Ord- 
nung und jeder Construction , sondern nur für besonders con- 
struirte Differenzial- Gleichungen der zweiten Ordnung. Sie ist 
seitdem in dieser Richtung weiter ausgebildet, aber nicht zu 
der Vollkommenheit gebracht worden, deren sie fähig ist. 

Die erste Form, die Integration durch algebraische Func- 
tionen, ist in den „Untersuchungen über den integrirenden 
Factor und die partikularen Integrale" dem Wesen nach mit- 
getheilt worden. Aber die dritte Form, die Integration 
durch bestimmte D i ff e r e n z i a 1 e, ist bisher unbeachtet 
geblieben, und bildet einen Theil der vorliegenden Untersuchung. 

Es lässt sich kein Grund angeben, warum die Integration 
durch bestimmte Differenziale niemals in Angriff genommen 
worden ist; die Sache ist einfach und natürlich, und braucht 
nur ausgesprochen zu werden, um in Allen die Ueberzeugung 
zu erwecken, dass diese Integrations - Methode untersucht wer- 
den müsse, mögen nun ihre Ergebnisse sein, wie sie wollen. 

Da man die Integration durch bestimmte Integrale 
schon seit einem Jahrhundert kennt, so ist wohl auch an die 
•Integration durch bestimmte Differenziale zu denken, 
um so mehr als vermuthet werden darf, dass diese 
Methode nicht bloss negative Resultate , sondern vielleicht 
auch positive Erkenntnisse liefern , und eine Lücke in der 
Theorie der Integration ausfüllen werde. 
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§ 2. Der integrirende Factor und die integrirende Gleichung. 

Obschon die Resultate, die in der Schrift über „den in- 
tegrirenden Factor und die partikularen Integrale" niedergelegt 
sind, als bekannt vorausgesetzt werden, so sind hier doch 
einige Lehrsätze, auf welche die gegenwärtige Untersuchung öfter 
zurückkommen wird, kurz zu erwähnen, namentlich die Lehr- 
sätze über den integrirenden Factor und über die 
integrirende Gleichung. 

Ist eine Differenzial - Gleichung des n Un Grades d n V=0 
gegeben, und wird sie partiell nach y differenzirt, was durch 
H bezeichnet wird, so entsteht, wenn ihr integrirender Factor 
durch (p bezeichnet wird: 

gÖ^Oty = o = (Nfßft + (Pq>)ddy + (Qq>)ddy> + . 

oder, da d und d beliebig vertauscht werden können: 

= 0 = (Nyßy + (Py)c% + (Qy)d% + ■ • • , 

(worin nach Euler's Bezeichnung die Grössen N, P, Q.. die 
Coefficienten von dy, ddy, dd*y . . . ausdrücken, die entstehen, 
wenn d n V=0 partiell nach y differenzirt wird.) Soll die 
Differenzial - Gleichung qd n V=0 integrabel sein, so muss das 
Criterium stattfinden: 

(A>) — d{P(f) + d\Q(f) — d\R(f) + . . = 0 , 
(worin d die totalen Differenziale ausdrückt.) Differenzirt 
man die Factoren Pg> , Q<p , . . . , so wird 

d(P(p) = q<dP+Pd<r) 

d\Q(f) = <fd*Q + 2d< P dQ + Qd > ; 

d \Rq>) = <f4*R + 3d4fd s ß + 3d*<pdR + Jtaty ; 

d»( U<p) = <pd» U + nd(f d«-» U + "'"T* d tyd— 2 U+ . . . . 

Ordnet man diese Glieder nach </>, d<jf>, d*<p..., 
so wird die Bedingungs - Gleichung ; 

[?(iV - dP + d »Q — d *R -f- . .) - dq>{P — 2dQ-f- 3d*R — ..) + 
+ dV(Q~3dß + 6d s S-.. )-..+ .. d«y (...)] = 0. 

1* 
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Da die Cocfficicnten der Differonziale eines Products zweier 
Factoren mit den Coefficienten der auf einanderfolgcnden ersten» 
zweiten, dritten, ... n ten Potenzen eines Binomiums überein- 
stimmen, so enthält der Factor von (p die Coefficienten allor 
ersten Glieder der auf einander folgenden Potenzen; der Factor 
von dtp alle zweiten Coefficienten, der Factor von d*(p alle 
dritten Coefficienten u. s. w. , also lauter Binomial - Coefficienten, 
jedesmal mit abwechselnden Zeichen, so dass die Bedingungs- 
Gleichung ganz einfach , durchsichtig und allgemein gültig 
erscheint. 

Wird nun die Gleichung: 
d (<pd»V)dy = Q = (%)% + (Q(fyidy + (Qff)d , dy + , . 

total integrirt, so kann von dem ersten Gliede {N(p)dy das 
totale Integral nur angedeutet werden : ^(N(f)dy ; hingegen das 

zweite Glied mit dem Factor dily kann einmal theilweise 
integrirt werden; das nachfolgende Glied mit dem Factor d r dy 
kann zweimal theilweise integrirt werden, u. s. w. 

"Werden nun alle Glieder, deren totales Integral nur an- 
gedeutet ist, zusammengefasst; eben so alle Glieder, die zu 
den Coefficienten %, ddy, dd 2 y... gehören, so wird die ganze 
Formel: 

j9(ytfrF) 8 y = J [( ^ dP + d , Q , j _ d(f{P _ 2dq + . j + 

+ d*9>(Q — BdR+..) — ....)dy] + 
+ MP—dQ + d'R - ..) — d<p(Q- 2dli +..)+ 

+ WQ — dR-\-d'S— ..) — d(p(R — 2dS-K)-f 
+ d — 3d 2'+ . . + . . . 



Hieraus ergeben sich nun für die linearen und filr die 
nicht-linearen Differenzial - Gleichungen verschiedene und 
entscheidende Folgerungen. 



5 



Ist nämlich die gegebene Differenzial- Gleichung linear, 
so kann der ausser dem Integral - Zeichen stehende Theil der 
obigen Gleichung sogleich partiell nach y integrirt werden, 
da die einzelnen Glieder die Factoren dy , Bdy . . dd n ~ 1 y haben, 
während ihre Coefficienten blosse Functionen von x sind. Eben- 
so kann der links des Gleichheits - Zeichens stehende Ausdruck 

sogleich partiell nach y inttfgrirt werden und giebt ^<fd n V. 
Es bleibt noch die unter dem Integral - Zeichen stehende Gleichung: 

([(< P (N - dP + .) - d< f {P - uq + .) + . ow 

Ist diese gleich Nuil, so ist nicht bloss die Integration rechts 
und links das Gleichheits-Zeichens möglich, sondern sie ist so- 
gleich hergestellt, weil die Glieder unter dem Integral - Zeichen 
ausfallen, und es entsteht: 

jV*T= [f f (P— dQ + d*R-...)-d<f(Q-2dR + ..) + 

-M x 9>(£— 3dß-f ..)]* + 

+ WQ - rfß + rf'S — . . ) — MR — 2dS + . .) + 

SdT..)]dy + 

+ ['/{••)- dr f (..) + d\{ . . )] d»-*y +fxäaf>- i =, 0, 

was eine Differenzial - Gleichung der (n-l) t8n Ordnung ist, so 
dass d n V=0 integrirt ist. 

Die unter dem Integral - Zeichen stehende Gleichung ist 
aus diesem Grunde die integrirende Gleichung und wird 
durch d n (J) — Q bezeichnet, und die Function <p, aus der sie 
gebildet ist, wird der integrirende Factor genannt. 

Für nicht-lineare Differenzial-Glelchnngen gelten diese 
Folgerungen nicht, obgleich für sie das nämliche Criterium der 
Integrabilität Gültigkeit hat Gegenwätige Untersuchung be- 
schäftigt sich mit den linearen Differenzial - Gleichungen, 
und darum werden die für die nicht - linearen Differenzial- 
Gleichungen eintretenden Folgerungen hier übergangen. 
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sind umgekehrt die partikularen Integrale von d n V—0, nämlich 
y, , y 3 . . y v integrirende Factoren von d n <D = 0 , worin sich die 

innigste Abhängigkeit und Zusammengehörigkeit der beiden 
Gleichungen beurkundet. Einige Gruppen merkwürdiger linearer 
Differenzial - Gleichungen, z. B. die Riccati'sche Gleichung, 
die Besse l'sche Gleichung u. s. m. haben sogar die Eigenschaft, 
dass sie ihre eigenen integrirenden Gleichungen sind. Construirt 
man z. B. aus der Ki ati'schen Gleichung, d J F = 0, 

d'y — ax' J ydx 1 = 0 die integrirende Gleichung d 7 0=O f so 

erhält man: d*(p — ax*(pdx* = 0, was offenbar mit 

d*y — ax i ydx i =0 vollkommen Ubereinstimmt, so dass fp = y ist. 

Oder construirt man aus der Gleichung: 

d^V— xd'y + dydx + xfKx)ydx 7 = 0 , 
(worin ty{x) was immer für eine Function von x ausdrücken 
möge) die Gleichung d*0 = 0 , so entsteht , weil A T = \ftx)dx\ 
P=dx, Q = x ist: 

tpförpdx 1 dkpdx + xd\f = 0 , 
was offenbar mit xd*y -j- dydx -\- ip(x)ydx 1 — 0 übereinstimmt, 
so dass (p — y ist 

(Die Besse l'sche Gleichung, man mag sie durch 
xd*y -}- dydx -f- xydx* = 0 , 
oder allgemein durch 

xd'y -f dydx + x(l — -"r)^ 5 = 0 

darstellen, ist nur ein besonderer Fall der voranstehenden 

Gleichung, und entsteht, wenn in dieser }p(x)=zx(l — 

gesetzt wird, worin v auch gleich Null sein kann.) 

Es ist daher nicht zu verwundern , wenn man bei specielleu 
Untersuchungen auf zusammengehörige Gleichungen und auf 
ihnen entsprechende zusammengehörige Functionen verschiedener 
Art geführt wird, da ja allgemein j ede Differenzial-Gleichung 
d n V=z 0 zunächst eine mit ihr verbundene integrirende Gleichung 
d n 0 = O hat, und ausserdem durch die apriorischen Trans- 
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formations - Formeln mit mehreren Gleichungen connex ist, 
worauf wir zurückkommen werden. 

§ 4. Beispiele. 

Es dürfte der Mühe werth sein, das Vorgetragene durch 
einige Beispiele zu erläutern. 

Beispiel 1. Sei gegeben: 

d 1 V = d'y + 2adydx .+ a*ydx> = 0 . 
Wie bekannt, giebt die Substitution: y = e )x die Gleichung: 
+ + hätte X zwei verschiedene Werthe X tt A a , 

so würde das totale Integral sein: y = ^e^* + %e y * x . Da 
jedoch X* + 2aX + a 7 =:0 zwei gleiche Werthe , X = — a, hat, 
so findet man daraus nur ein partikulares Integral: j/ = e~ ax . 
Um das zweite zu finden, geht man zur integrirenden Gleichung 
d 7 0 über. Diese wird, wie eine leichte Rechnung zeigt: 
d y — 2adffdx-{- a\fdx 7 = 0, und giebt ebenfalls nur ein ein- 
ziges partikulares Integral: r/> — e«. Diess gentigt jedoch, da 
der integrirende Factor (p nur ein partikulares Integral von 0 
zu sein braucht. Die Rest - Gleichung wifd demnach: 

Wird partiell nach y integrirt, so ist: 

<fd> T= {<fP — Qd(f]y + <pQdy +fxdx = 0 



oder da P— 2adx , # _= 1 und y = e" ist : 
ae ax ydx + c«* d«/ -f- Cdx = 0 , 
(da die DifFerenzirung und Vergleichung des Resultats mit ci J T 
zeigt, dass dfxdx = 0 , also fx = C ist) 

Man hat nun eine Differenzial - Gleichung des ersten Grades, 
und zwar eine vollständige, und integrirt sie durch einen 
integrirenden Factor ty. Da hier N=ae ax dx, P=e ax , so 
wird der integrirende Factor ^/=C gefunden, d. h. die gege- 
bene Gleichung ist von selbst ein vollständiges Differenzial: 
ae^ydx -\- e ax dy = d^y) . 
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Wird demnach die Gleiohung: ae^ydx -{-ef^dy + Cdxz^O 
integrirt, so folgt: 

&*y + j*Ccte + C, = 0 , oder t«*y + Cx + C, = 0, 

woraus, wenn C — — C ; 0, = — C, gesetzt wird, 
y = e-«(Cir + C,) als totales Integral folgt. Wird C=0 
gesetzt , so ist y == C,e~~ ax das eine partikulare Integral ; 
ebenso y — Cxer ** das andere , wenn C, = 0 gesetzt wird. 

Beispiel 2. Sei gegeben: 

d 2 V=(ax + b)d % y + <%(ix + xJfydc' = 0 , 

worin X was immer für Functionen von x bezeichnen möge. 
(Diese Gleichung hat die Eigenschaft, dass sie ihre eigene in- 
tegrirende Gleichung ist, d. h. dass ff — y ist; sie enthält die 
Riccati'sche und Bessel'sche Gleichung als sehr specielle 
Fälle.) 

Denkt man sich die Gleichung d*0 aufgelöst, so sei 
<jP, = jy, ein partikulares Integral , und r (t ist integrirender 
Factor von d*V. Die Kestgjeichung wird nun, wenn partiell 
noch y integrirt wird , da P = a, Q — ax -\- b ist: 

— dr it {mx -\- b)y + + fydy + Cdx sr 0 , 

Q 

oder — dr„y + r t ,dy + ax + t) dx =r 0. 

Der integrirende Factor dieser vollstäudigen Gleichung 
sei ip, so wird: 

tp{N—dP) — dipP—0 , oder da N = — (fy, , P= Vt ist: 
— 2dy,^ — r tl dtj) = 0 , woraus tf) = — folgt. 

Vi 

c c 

Es ist demnach — 5- (— dr.y +K,dy) -\ 5 dx = 0 



Integral Ut: -f + f C dx + C, = 0. 
Oder , wenn C ss — C , G,— — C f gesetzt wird : 

y = Kf [C + c(- T ^ 1. 
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Das zweite partikulare Integral ist demnach: 

In der R i c c a t i'schen Gleichung ist a = 0 und 6 = 1, 
C dx 

deo. n ach K , = C„ , wo™, ftr Product der beiden 
partikularen Integrale die elegante Gleichung folgt: 

9t% = C Vi*§^T oder auch »7^ = Cft'J-^r. 

In der Bessei' sehen Gleichung ist a=l und 6 = 0, 
demnach r n — Cf; t ^-^~ , »7,17, = Cq* oder auch 

Andere schöne Relationen zwischen diesen partikularen In- 

f 8 1 (ix 
tegralen kann man noch durch (*(—) = — 5 u. 8. w. 

herstellen , was hier übergangen wird. 

§ 6. Die Transformationa -Formeln der linearen Differential- 
Gleichungen. 

Die im Vorhergehenden gefundene integrirende Gleichung 
d n 0 ist eine allgemeine Transformations -Formel der linearen 
Differenzial- Gleichungen, d. h. durch sie wird eine gegebene 
Gleichung in eine andere umgewandelt, so zwar, dass wenn 
die eine integrabel ist, es auch die andere ist, und umgekehrt. 
Es entsteht die Frage, ob es nicht mehrere solche allgemeine 
Transformations - Formeln giebt, wie viele, und welche, und 
wie sie construirt werden. 

Bei so schwierigen Problemen, wie die Integrationen der 
Differenzial -Gleichungen sind, ist es angezeigt, alle Hilfsmittel 
zusammenzunehmen, um eine möglichst allgemeine Uebersicht 
alles dessen zu erlangen , was durch Integration allgemein 
geleistet werden kann. Die von der integrirenden Gleichung 
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abhängigen Resultate wurden dadurch gewonnen, dass man die 
Differenzial - Gleichung d n V=0 zuerst partiell nach y differen- 
zirte und dann total integrirte, woraus man eine partielle Dif- 
ferenzial - Gleichung der n Un Ordnung erhielt, die ihrer Con- 
struction nach, da sie kein Glied y, sondern bloss Glieder: 

dy, ddy .. dd n ~*y hat, sogleich partiell integrirt werden 
kann und eine totale Differenzial -Gleichung der (n— l) ten Ord- 
nung giebt. Diess ist eine allgemein durchgreifende Methode. 

Eine zweite Methode ist in der Richtung zu experimentiren, 
dass man umgekehrt zuerst total differenzirt und dann partiell 
integrirt, wodurch eine Differenzial - Gleichung des n tea Grades 
in eine andere Gleichung des n t,n Grades umgewandelt wird. 

liier leuchtet nun sogleich ein, dass die partielle Integration 
der total differenzirten Gleichung nur dann möglich ist, wenn 

letztere kein y, sondern bloss dy, d*y .. d n + 1 y enthält, und 
diess findet statt, wenn der Coefficient des letzten Gliedes der 
gegebenen Gleichung constant ist. Ist 

d«y + X t d«- l ydx + X,d»-*ydx* -f- . . X.^dydx»-* + X n ydx»= 0 
gegeben, so giebt das Differenzial des letzten Gliedes: 
Xndydx* -j- yd(X^)dx* — 0 , und nur wenn X n constant ist, 
fällt yd(X n )dx n weg, und bleibt bloss X n dydx n übrig. Der in 
dieser Richtung integrirende Factor ist also von selbst gegeben, 

er ist und die Gleichung muss in 

Q+^d^gdx'+%^<& + ^-dydx*- 1 + ydx» - 0 

umgebildet werden , wodurch der Coefficient des letzten Gliedes 
constant wird. Die Gleichungen, die auf diese Art aufs Leich- 
teste umzubilden sind , können , wenn sie total differenzirt 
werden, sogleich partiell integrirt werden, und liefern trans- 
formirte Differenzial - Gleichungen. 

Um die Begriffe zu fixiren , sei die höchst einfache Gleichung 
gegeben: d*y -f- Xdydx — b*ydx* sa 0 (1). Sie wird , total dif- 
ferenzirt : d 3 y + Xd'ydx + (dXdx — Vdx^dy = 0 (2> Wird 
partiell nach y integrirt, so folgt: 
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d*y -f Xdy -f (dXdx — b*dx')y — tydx 1 = 0 ( 3 ) , worin \p eine 
Function von x ausdrückt, die in Folge der partiellen Integration 
eintreten muss und näher zu bestimmen ist. Subtrahirt man 
Gleichung ( 1 ) von Gleichung ( 3 ) , so folgt : ydX z=z xpdx , 
ipdx 

y =z ^ , und y ist bekannt , wenn bekannt ist , und 
umgekehrt. 

Um die Differcnzial - Gleichung für \p herzustellen , sub- 
... . . ü>dx . dibdx it>dxd*X 
stituirtman 2/=^; ^="^ {dXT'' 

n d*H>dx 2dipdxd i X . ( 2{drXfdx d 3 Xdx\ 

d,j =-di — ^^+n~w — txf) 

in die gegebene Gleichung : d*y -j- Xdydx — tfydx* — 0 , und 
erhält: 

„ . . / v 2d*X\ . , /„ , Xd*X 2(d*X)* . d*X \ t , a n 

dX 

mit dem Integral <// = 

Zusatz. Eine andere und zweite Transformations-Formel 
ergiebt sich augenblicklich aus Gleicliung (2): 

d 3 y + Xd'ydx + (dXdx — b'dx^dy = 0. 

Denn wird dy — zdx gesetzt, so folgt 

d's + Xdzdx + (dXcte - Wx')* = 0 , 

mit dem Integral: z = ~-. 

Beispiel 1. Sei die bekannte Gleichung gegeben: 

e^ 2 

deren Integral gleich y= , so erfolgen, da A'=— ist: 

x x 

die transformirten Gleichungen: 

a) d'tp+—dtpdx— (b'—^pllpdaf^O, mit dem Integral 



dX 2y 24" 
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b) d*z -}- (b 9 — ^j Z (l x * = 0 mit dem Integral : 



^ rfy oe* 



f/x- " x x 4 ' 

Beispiel 2) Ist Xz= — , so folgen die Gleichungen: 

oc 

diy+ dydx__ b ^ dxi ^ Integral . 9J 
x 

(i> + 5^_^_|^, = 0; Integral; ^jdX 

d",+*^_(M+^)«*t«=O i Integral: s=A, 

so dass die drei Gleichungen integrirt sind, wenn eine von 
ihnen integrirt ist. 

Allgemein sei die Gleichung des zweiten Grades gegeben: 
X<A*y H~ X,tydx -\- aydx* — 0 , so wird durch Differenzirung : 

+ Wo + X,<te)d'y + (riY, + adx)dydx = 0. 

Daraus erfolgen zwei Transformations- Formeln : 

1) Durch die Substitution: dy — zdx, 

X 0 d*z + (c/A' 0 + X,dx)dz -f- (dA', -f- adx)st/x = 0. 

2) Durch partielle Integration nach y: 

Wy + {dX 0 + *,<fe)(fy + (dA, -f adxjydx — y«/x 2 = 0. 

Diese Gleichung mit der gegebenen verglichen giebt: 

woraus nach vollzogener Integration dieser Gleichung des ersten 
Grades , (was keine Schwierigkeit hat ,) die Function y im Aus- 
drücken von dA" 0 , dX t und \p gefunden wird. Substituirt man 
diesen Werth y in die gegebene Gleichung: 

X ü d *y -f X,dydx + aydx* = 0 

so erhält man eine Differenzial- Gleichung des zweiten Grades 
mit den Gliedern: d*</'» dip, iJj, welches die gesuchte trans- 
formirte Gleichung ist. 



14 

Bei speciellen Untersuchungen führen derlei Gleichungen 
auf hervorragende Eigenschaften der untersuchten Function; 
man darf jedoch nicht denken, dasä diess etwa nur Eigenschaft 
einer speciellen Function als solcher ist ; sie ist vielmehr ein 
allgemeines , für alle DifFerenzial - Gleichungen aller Ordnungen 
gültiges Resultat. 

§ 6. Fortsetzung. 

Ein anderes Verfahren ist mit der vorhergehenden Methode 
nahe verwandt , ja mit ihr zusammenfallend , und besteht darin, 
dass man die gegebene DifFerenzial - Gleichung d n Vz=zO ohne 
Rücksicht darauf, ob in X y ydx* der Factor constant ist, 

oder nicht, allgemein differenzirt, wodurch man zwei Gleichungen 

erhält: d n V und d n + l V, welche n partikulare Integrale 
gemeinschaftlich haben. Es wird nun aus beiden die Function 

y eliminirt, wodurch eine Gleichung erfolgt, die bloss d"+ 1 y, 
d n y ...dy enthält und demnach partiell integrirt werden kann. 

Daraus gewinnt man wieder zwei Transformations-Formeln : 

1) indem man dy = zdx substituirt, 

2) indem man partiell nach y integrirt, wodurch die will- 
kürliche Function tydx* eintritt 

Beide Transformations - Formeln sind wieder DifFerenzial - 
Gleichungen der n ten Ordnung. 

Beispiel 1. Sei die frühere Gleichung gegeben in der 
Form : xd*y + 2dydx — tfxydx* = 0. Durch Differenzirnng wird : 
xd 3 y -f 3d'ydx — Vxdydx* — b*ydx* = 0. 

1) Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen y, so folgt: 

x*d*y + 2xd l ydx — (6V + 2) dydx* = 0 
durch Substitution von dy = zdx wird : 

artfa + 2xdzdx — (6 V + 2)zdx* = 0 , 
eine Gleichung, die mit der gegebenen zugleich integrirt wird, 
und mit der früher gefundenen übereinstimmt. 

2) Durch partielle Integration wird: 

x*d*y + 2xdydx — {b'x* + 2)ydx* — ipdx* = 0. 
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Diess mit xd*y -f- 2dydx — b*xydx* — 0 verglichen giebt: 
2y -\-ip-=Q, so dass hier für die gegebene Gleichung selbst 
wieder erfolgt 

Beispiel 2. Die Riccati'sche Gleichung: 
d*y — ax'ydx* = 0 giebt : d*y — ax"dydx* — vax* ~ l ydx s = 0. 
Wird y eliminirt, so folgt: xd'y — rd*ydx — ax v « *dydx*= 0. 

1) Die Substitution dy = zdx giebt : 

xd'z — vdzdx — ax*+ x zdx > = 0 , 
eine transformirte Gleichung, die leicht zu integriren ist. 

2) Die partielle Integration aber giebt: 

xd'y — rdydx — ax 4 + 1 yaV + = 0. 

Diese Gleichung mit d'y — ax' , ydx i verglichen giebt: 
— vdy + xffdxz=Q) so dass hier für xjj offenbar dieselbe Gleich- 
ung hervorgehen muss, wie fürs, was sich auch zeigt, wenn 

y = J*~~ in d*y — ax v ydx*=zO substituirt wird, 

Zusatz. Würde man die Ricca tische Gleichung nach 
der vorhergehenden Methode behandeln , so wäre : 

Die partielle Integration giebt: 

woraus : * 4% — t/wir = 0 folgt. 
x v ' 

Jx s + l djdx d'v 
* — in -^- — aydx'zzzO substituirt, 

giebt: xd<p + (v+l)ipdx — adx^+itfMix =0 , eine Gleich- 
ung, die differenzirt folgende giebt: 

xd'y + (v + 2 )difjdx — ax' + 1 ipdx* = 0 , 
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eine andere transformirte Gleichung, die mit der vorhergehenden 
zugleich gelöst wird, und deren Integral gleich — ^ — ist. 

So viel zur Charakteristik des Verfahrens. Die allgemeine 
Deduction dieser Transformations -Formeln für die Differenzial- 
Gleichungen zweiter, dritter und höherer Ordnung ist Aufgabe 
des Systems der Integration. 

§ 7. Fortsetzung. 

Eine dritte Methode der Herstellung von Transformations- 
Formeln besteht darin, dass man das Integral der gegebenen 
Gleichung voraussetzt und es durch Differenzirung und 
Vergleichung der einzelnen Glieder näher bestimmt. 

Ist die Gleichung d n V=d n y-{- X,d n ~ l ydx ... X n ydx n =^0 
gegeben, so ist sie entweder unmittelbar zu integriren, wenn 
N — dP~\-d 3 Q — ...z=rO ist, oder sie wird durch den Factor </> 
integrirbar. Nun folgt aus: 

(fd"y -f- (fX,d n ~ l ydx -\- . . q>X n ydx n = 0 , das Integral : 

qd*- l y+ ipd n -*ydx -f- %d n ~ 3 ydx % -f . . . uydx*-* + Cdx n ~ x = 0. 

Das Glied (fd n ~ 1 y ist unmittelbar bestimmt; denn da diese 
Gleichung differenzirt das erste Glied <pd n y geben muss , so 
muss <y>(i"— das erste Glied des Integrals sein. Die übrigen 
Functionen: t/>, .. tu, werden dadurch bestimmt, dass man 
in der gegebenen und in der differenzirten Gleichung die Glieder 
vergleicht, die d*y , d n ~ l y, d n -*y..y gemeinschaftlich haben, 
und ihre Coefficionten einander gleich setzt, woraus so viele Be- 
dingungs-Gleichungen entstehen, als Functionen zu bestimmen 
sind. Daraus erhält man transformirte Gleichungen, die mit 
der gegebenen zugleich integrirt werden können. 

Beispiel. Ist die Differenzial - Gleichung : 

d'y+XJydx+Xtfdx^Q (I) 

nicht ohne Factor integrirbar, dann ist die durch g> multi- 
plicirte Gleichung: 
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» (1) (pd i y-\ r q>X t dydx + (pX 3 ydx i = 0 ein vollständiges Dif- 
ferenziaL Ihr Integral sei: 

(2) (fdy+ipydx-\-Cdx=0. 

Durch Differenzirung erhält man nun: 

<pd'y + (^ + ip)dydx + dipydxz=:Q. 

Diess mit (1) verglichen, gieht: 

^Jrip-tpX, (3); diP = ( P X 1 dx (4). 

Aus (3 i und (4) erhält man Gleichungen für q> oder \p, 
je nachdem man die eine oder andere Grösse eliminirt. Elimi- 
nirt man tp, indem man (3 ) differenzirt und dtp aus (4) sub- 
stitairt, so folgt: 

^-^(fe+^-^^^O (II), 

was mit der integrirenden Gleichung dV7) = 0 vollständig über- 
einstimmt Eliminirt man (p t indem man 4) differenzirt, und 
die Werthe dq aus (3i und <p aus 4 substitnirt, so folgt: 

d>-(^.-f-^-)^+^^=o, (HI), 

eine andere und neue Transformations - Gleichung. Diese drei 
Gleichungen (I), (Ilt, (III) sind connex. Gleichung II giebt 
unmittelbar den integrirenden Factor q>. Gleichung III giebt 
zwar unmittelbar nur ip) aber vermöge der Gleichungen (3) 
oder (4) auch q> , so wie man auch umgekehrt tp aus 
Gleichung (3) oder (4) ableiten kann, wenn q> bekannt ist. 
Mit diesen Werthen <jn und ip geht man in Gleichung (2): 
(pdy + ipydx-\-Cdx=0, die integrirt das vollständige Integral 
liefert: 

%<py -f Qfx + C t = 0, 
worin q> und fx Functionen von x sind. 

Kennt man daher ein partikulares Integral einer der , 
Gleichungen (I), (II), (III), so ist man im Stande , die totalen 
Integrale sämmtiicher drei Gleichungen herzustellen. 

2 
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Beispiel 1. Sei gegeben: 



(I) (J * y+ i!Ö^.-. x « yt fa.« =s O, dann wird: 

(II) d'<f-^^—U-^<fA>? = 0; und endlich: 

(OD d^aeSL- «vd» s o. 

Nun kennt man die partikularen Integrale von (I) nämlich 

-XT ß XX gXX 

y = und y=- . Daraus folgt z. B. für y = 

SC sc sc 

das Integral von (II). y=ra:e* r , und daraus das Integral von 
(III):^=e xi — xa?e". 

Beispiel 2. Sei die nämliche Gleichung gegeben, nur 
mit positivem letztem Gliede: 
2dydx 

(I) d*y-\ \- x'ydx* — 0 ; dann wählt man, wie be- 

X 

kannt , statt der Exponential - Function die trigonometrische 
Function sin(xx) oder cos(x£e), und ein partikulares Integral 

ist: 

9 x 

Gleichung (II) wird: d*q> — H^te + ^x'— ^<pdx*=O t 
und ihr partikulares Integral ist: q> = xsin(xx). 

Gleichung (HI) wird: d> — ^^^-f-x'^rsO, und ihr 
• a? 

partikulares Integral ist: tft = sinfxa;) — xx cos(xx). 

Ganz die nämlichen entsprechenden Resultate erhält man, 

e — ** 

wenn man in Beispiel 1) von y= und in Beispiel 2) 



von y=z ausgeht. 

Zusatz. Es verdient hervorgehoben zu werden, dass 
man die integrirende Gleichung ( 2 ) 

ydy + tyydx -j- Cdx = 0 
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nicht partikular als: (pdy -f- if.ii/dx = 0 nehmen darf, wenn man 
das vollständige Integral von (I) erhalten will, was sich von 
selbst versteht, da ja g>dy -f- ipydx-\- Cdx—Q ein Integral 
ist, also eine willkührliche Constante hat. In der That ist 
auch die Substitution q>dy -\-\pydx~Q unter andern Substi- 
tutionen untermischt schon früher versucht worden, und würde 
allerdings, wenn sie consequent verfolgt und vollständig als 
(fdy -\- xpydx ~\~ Cdx — 0 genommen worden wäre, zur integri- 
renden Gleichung aller Grade geführt haben. Nimmt man sie 
aber unvollständig, als (pdy-{-\pydx=zQ, so geht die Unter- 
suchung im Zirkel, und liefert nur das nämliche partikulare 



§ 8. Fortsetzung. 

Die Differenzial- Gleichung des dritten Grades ist: 

d'y+\\d t yds+X i dyds' + X i ydx'=zO (I). 

Wollte man versuchen, diese durch eine vorausgesetzte 
Differenzial- Gleichung des ersten Grades 

<pdy + ipydx-{-Cdx=zO, 

zu integriren, so würde man keineswegs zum Ziele gelangen; 
man muss vielmehr die entsprechende Differenzial -Gleichung 
des zweiten Grades wählen. Denn versucht man durch 
«jP^y 4" tyydx -j- Cdx =r 0 , (die übrigens eine Constante zu wenig 
hat) zu integriren, und differenzirt diese Gleichung zweimal, 
vergleicht sie dann mit (I), so erhält man drei Bedingungs- 
Gleichungen für zwei Veränderliche: 

2dq>-\-tpdxz=z ( pX 0 dx ' 1 d*q> -{- 2dtpdx ~ tpX^dx 1 ; d 9 ifj= (pX z dx\ 

d. h. überladene Gleichungen, die nur zufällig mit ein- 
ander besteben können, wenn nämlich die eine von ihnen eine 
Folge der beiden anderen Gleichungen ist. Uebersieht man 
diess, und sucht man aus jenen Gleichungen durch Elimination 
integrirende Gleichungen für <f und ip herzustellen, so erhält 
man ganz verschiedene Gleichungen, die nur zufällig gültig 
sein können, wenn nämlich die drei Bedingungs - Gleichungen 

2* 
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in zwei zusammenfallen. — Solches Verfahren könnte eine 
reiche Quelle von Irrthümern bei der Integration der Differenzial- 
Gleichnngen werden. 

Eben so wenig kann man eine Differenzial- Gleichung des 
zweiten Grades durch eine Stamm - Gleichung yy-{-Cz=0 in- 
tegriren, sondern man muss schon eine Differenzial -Gleichung 
des ersten Grades wählen, wie Oben geschehen ist. Der Grund 
davon ist, weil man dadurch mehr Gleichungen erhält, als 
Veränderliche gegeben sind ; führte man nun mehr Veränderliche 
in die Stamm - Gleichung ein, z. B. fp(py-\- C(f%-\- C t =0, 
dann hätte man allerdings das vollständige Integral, aus 
welchem die Differenzial - Gleichung des zweiten Grades con- 
struirt werden sollte. Diess geschieht jedoch nach einem 
ganz anderen Verfahren, wobei sich tiberdiess im nächsten 
Abschnitt zeigen wird: dass Differenzial -Gleichungen nicht not- 
wendig aus vollständigen, sondern ganz einfach aus par- 
tikularen Integralen zu construiren sind. 

S 9. Fortsetzung. 

Kehren wir zur Differenzial - Gleichung des dritten Grades 
zurück , so ist sie : 

(I) q>(d > y + X i d t ydx + X i dyds* + X t ydx a ) = 0; 
ihr Integral sei: 

q>d*y -f- ipdydx -f- tyda? -\- Cdx* = 0. 
Durch Differenzirung und Vergleichung mit (I) findet man die 
drei Gleichungen: 

aus denen nun Differenzial - Gleichungen für tp und x g e " 
bildet werden können. 



1) Differenzirt man Gleichung (1) 
eben so die Gleichung (2) einmal: ^{~^-\-X — <P X *)> 



21 

substituirt man aus Gleichung (2) den Werth d*<//, und aus 
Gleichung (3) den "Werth dx, so erhält man aus Gleichung (1) : 

d 3 <p - X x d*<pds + {X % - 2dX l )d<pdx i - (*3-d* a + d%-)(pdx>= 0, (II) 

was ganz und gar mit der integrirenden Gleichung d 8 <P = 0 
ttbereinstimmt. 

2) TJra die Gleichung filr ip zu finden, differenzirt man 
Gleichung (2) und substituirt aus Gleichung (3) den "Werth 
dx> so erhält man zunächst: d 1 if)-\-(pX 3 dx l = €pdX i dx-\-X 1 d(pdx. 
Eliminirt man durch Gleichung (1) den Werth dxp, so erhält 

man d^-fX, — fp(dX 1 dx+X t X t d** — X,dx*) = 0. 

Der Werth <p kann nur durch Gleichung (1): 
d(p — (fX l dx-\- xpdx = 0 
eliminirt werden. Sie hat den integrirenden Factor 

und giebt integrirt: q>e~f X ' Jx + {eS^ipdx. Dieser Werth 
q> in die vorausgehende Gleichung substituirt, giebt: 

oder: 

dX 2 dx + *^3? — A' 3 d* J ^ J 6 ^ T u - u * 
Durch Differenzirung erhält man: 

woraus die Gleichung nach d 3 ^/, d J </>, d^> und i// geordnet 
hergestellt wird. 

3) Um die Gleichung für % zu finden, differenzirt man 
Gleichung (1) und eliminirt durch Gleichung (2) den Werth 

Man erhält: d*tp = x<h* — yXjk? -f (fdX l dx -j- X t d<pdx. 



di 

Aus Gleichung (3) bestimmt man (p = --——, sucht dg> und 
d 1 rp, und substituirt sie, wodurch man erhält: 
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d'x-d»,(jr,d, + ^)_ 

Zusatz. Da nicht einmal die Differenzial -Gleichungen 
des dritten Grades ernstlich in Angriff genommen sind, noch 
viel weniger die Gleichungen des vierten und der höheren 
Grade, so dürfte es überflüssig sein, hier die ihnen entspre- 
chenden connexen Gleichungen zu entwickeln , die übrigens vor- 
kommenden Falles jederzeit leicht hergestellt werden können. 
Ich schliesse daher mit einigen allgemeinen Resultaten: 

1) Ist die durch den Factor y integrirbare Differenzial - 
Gleichung des n*« n Grades gegeben, q4*V=0 t so ist ihr 
Integral: 

<fd«-* y 4- (p f d»-*ydx + <f„d»-*ydx* + . . . <p v ydx"-i+ Cd*^ l z=0. 
Für die nFactoren <p t tp,, g>„, ..y^, die sämmtlich durch 

Differenzial - Gleichungen erster Ordnung gegen- 
seitig bestimmbar sind, werden n connexe Gleichungen 
n ter Ordnung gebildet, deren erste für q> gebildete die bekannte 
integrirende Gleichung d n <Z> = 0 selbst ist. Kann eine der 
n connexen Gleichungen integrirt werden, so sind sie alle in- 
tegrirt, da sie durch Differenzial- Gleichungen erster Ordnung 
gegenseitig bestimmbar sind. Sie sind daher die a priori 
entwickelten und werthvollen Transformations - Formeln 
der Differenzial- Gleichungen. 

2> Dass die erste, in dieser Construction für <p ent- 
wickelte Gleichung wirklich die aus der Construction des § 2 
abgeleitete integrirende Gleichung d*0 = O ist, und die § 2 
bewiesene Form hat, würde aus Induction schwer oder unmög- 
lich zu beweisen sein, während man diess durch ihre Ableitung 
aus partieller Differenzirung a priori weiss Denn da tp nach 
beiden Ableitungen der nämliche integrirende Fac- 
tor von d»F = o ist, (denn <rd*F=0 wird in beiden gleich- 
mässig als integrirbar gesetzt) , so muss die nach beiden Ab- 
ei ungen sich ergebende Gleichung die nämliche sein, da durch 
der nämliche Factor <f bestimmt wird. 
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§ 10. Folgerungen aus dem Vorhergehenden. 

Die entwickelten Transformations -Formeln gelten allge- 
mein ; und für alle in den nachfolgenden Abschnitten constrnirten 
Differenzial - Gleichungen sind die ihnen entsprechenden trans- 
formirten Gleichungen zugleich construirt und integrirt, wenn 
auch nicht jedesmal ausdrücklich auf sie zurückgegangen wird. 

Die entwickelten Transformations - Formeln sind aber auch 
vollständig, und es giebt ausser ihnen keine andern allgemeinen 
Formeln der Transformation, was wir durch Induction zu be- 
weisen versuchen. 

I. Zuerst ist klar, dass bei den Transformations - Formeln 
für lineare Differenzial - Gleichungen die Substitutionen von 

Functionen z. B. y~ , y = e z , .. und allgemein y=ßz) y 
ganz unzulässig sind, weil sie auf nicht-lineare Dif- 
ferenzial - Gleichungen führen. Denn schon das zweite Dif- 

fenmzial ■ dV= ftfjjtf' ? +-3gtd». führt durch den 

Factor (dz) 1 auf nicht - lineare Gleichungen; und hier han- 
delt es sich nicht um Transformation linearer Differenzial- 
Gleichungen in nicht-lineare, oder umgekehrt; sondern um 
Transformation linearer Differenzial -Gleichungen wieder in 
lineare. 

TT. Es bleiben demnach nur die allgemeinen Opera- 
tionen, und diese sind Differenzirung und Integration, die sich 
wieder in totale und partielle gliedern, und acht verschiedene 
mögliche Combinationen darbieten: 

1) Wird total differenzirt und total integrirt, so erhält man 
nur wieder die gegebene Gleichung. 

2) Dasselbe gilt, wenn partiell differenzirt und partiell in- 
tegrirt wird. 

3) Wird das totale Integral vorausgesetzt und dann durch 
totale Differenzirung mit der gegebenen Gleichung ver- 
glichen und bestimmt, so folgen die Formeln der drit- 
ten Methode. 
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4) Das partielle Integral kann nicht vorausgesetzt werden, 
wenn die gegebene Gleichung vollständig ist, d. h. wenn 
sie das Glied mit dem Factor y enthält; es kann dem- 
nach partielle Integration mit nachfolgender partieller 
Differenzirung keine Formel liefern, weil die Voraussetzung 
unmöglich ist. 

Es bleiben also noch die Combinationen der totalen 
und partiellen Differenzirungen und Integrationen. 

5) Wird partiell differenzirt und total integrirt, so folgen 
die Formeln der ersten Methode, vor Allem die integ- 
rirende Gleichung. 

6) "Wird total differenzirt und partiell integrirt, so folgen 
die Formeln der zweiten Methode. 

7) Die totale Integration mit nachfolgender partieller Dif- 
ferenzirung liefert eine Gleichung, die mit der gegebenen 
nicht verglichen werden kann, also weder Bedingungs- 
Gleichungen noch Transformations -Formeln giebt 

8) Die partielle Integration mit nachfolgender totaler Differ- 
enzirung, ist nach (4) unmöglich, wenn die gegebene 
Gleichnng, w i e vorausgesetzt wird, eine allgemeine 
Gleichung ist. 

Die Formeln der ersten, zweiten und dritten Methode sind 
demnach die sämmtlichen möglichen elementaren Transformations- 
üormeln der linearen Differenzial- Gleichungen. 

die d Al8 i,t CUUSS f ° let ' dass die btegrirende Gleichung d-«l>, 
deutun* isT lg nn/r mel11 ZU Grande Ueßt ' von ™ iverseller Be " 
Geltung haben ^ Mf Sie S ebauten Scblü8se ™ iverselle 

§ 11. Die einfachsten Formen der partikularen Integrale. 
dy Unea *c Differenzial-Gleichung des ersten Grades : 

so werfen Tlle VOn der Fo ™ hafc: V = e ~ fX ' dX + C > 

Integral ent ^ löere nzial - Gleichungen aUer Grade diesem 
sprechende Formen haben. Die Function e~f x > d * 
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kann zwar jede algebraische und transcendente Form haben; 
denn ist — f X,dx=zlog(fx) , dann ist y=fx, d.h. eine belie- 
bige Function von x. Aber im Allgemeinen wird bei Differenzial- 
Gleichungen mit einfachem Coefficientenbau — und Jeder 
weiss, dass diese zu den wichtigsten Differenzial- Gleichungen 
gehören — die monomische Function e^"* 1 * von hervorragender 
Wichtigkeit sein. Diess ist der Grund, warum bei den nun 
folgenden Constructionen der Differenzial -Gleichungen, sowohl 
bei den directen Ableitungen, als bei den Ableitungen aus 
bestimmten Integralen und aus bestimmten Differenzialen , jedes- 

mal nur die eine Function e t x% als ein Factor des vorausgesetzten 
Integrals gewählt wird, obwohl jede andere Function ganz 

analoge Ableitungen gestattet. Es wird derselbe Factor e* xi * 
gewählt, damit der Parallelismus der Ableitungen in allen drei 
Methoden der Construction der Differenzial - Gleichungen um so 
deutlicher hervortrete. 

Die Methoden gelten ganz allgemein , was für Functionen 
auch als Integrale genommen werden mögen ; ihre Gesetze 
werden in den nachfolgenden Untersuchungen ganz allgemein 
gehalten. Die Functionen mit dem dominirenden Factor 
sollen nur der Erläuterung willen als gleichartige begleitende 
Beispiele in sämmtlichen Constructions - Methoden beibehalten 
werden. Es handelt sich nur um die Methode, nicht um die 
materiellen Resultate, obwohl auch diese nicht fehlen 
werden. Der Uebersichtlichkeit willen wird im partikularen 
Integral nur noch ein Factor f(x) mit dem dominirenden Factor 

verbunden z. B. f(x)=zx* y f{x)^=x , -\-bx rt ^ &c., obwohl 
auch Ableitungen aus Functionen , die drei und mehrere Fac- 

toren enthalten, z. B. y =/(^F)<}n(x)e* xt, ', möglich sind. Auf 
diese complicirten Functionen wird hier nicht eingegangen, und 
die nachfolgenden Constructionen erstrecken sich ihrem Inhalt 

nach nur auf Functionen von der Form: y =/( x)e )jcl * , wo f(x) 
Potenzen odor Summen von Potenzen darstellt. 



n. 

Construction der Differenzial -Gleichungen. 



§12. Gesetze der Construction der Differenzial- Gleichungen 
bei entwickelt gegebenen partikularen Integralen. 

Im Allgemeinen bemerke ich , dass sich die nachfolgenden 
Constructionen auf reducirte Differenzial - Gleichungen von 
der Form d B F=0 erstrecken, da die nicht - reducirten 
Differenzial -Gleichungen von der Form: d»F— Jfck* = 0 leicht 
au f jene zurückgebracht werden können. Die partikularen 
Integrale, aus denen diese Constructionen abgeleitet werden, 
sind entweder entwickelt gegeben, wie z. B. y^x'e** , 
oder unentwickelt, wie z. B. x*^* y = C. Die gegen- 
wärtigen Untersuchungen beschäftigen sich vornehmlich mit der 
Construction der Differenzial - Gleichungen aus entwickelt 
Segebenen Functionen, und werden sich bei unentwickelt 
gegebenen Functionen darauf beschränken, das bei ihren Ab- 
leitungen einzuhaltende Verfahren kurz zu charakterisiren. 

Die Construction der Differenzial- Gleichungen aus ent- 
wickelt gegebenen Functionen ist nicht schwierig, mögon 
nun diese Functionen rein algebraisch, oder mit b est i m ra- 
ten Dif ferenzialen und bestimmten Integralen ver- 
bunden sein.« 

Das Verfahren, das dabei eingehalten wird, ist folgendes: 

Man entwickelt die Differenziale der gegebenen Function, 
(was man allgemein kann) ; dann untersucht man, welche Oper i- 
tionen mit den einzelnen Differenzialen vorgenommen werdnn 
müssen, damit ihre einzelnen Glieder in Beziehung auf die 
Veränderliche x gleichartig werden, entweder sämmtlicte, 
oder doch mehrere von ihnen, so dass eine oder die andere 
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Function von x als gemeinschaftlicher Factor aller oder 
mehrerer Glieder anageschieden werden könne; man führt 
diese Operationen ans, und verbindet endlich die Differenziale 
zn Gleichungen von der Form: 

d«y + Pd*~*ydx + Qd^ydx 1 + . . Tdydx*-* -f Vydx» = 0 . 

Werden die Glieder, die gleiche Functionen von x haben, 
summirt, so wird das Schema dieser Gleichungen sein: 

(A + B + . . K)f{x)dx* + (A, + B, + . . + . . . 

+ (^ v + ^ v 4-..ff v )^)^ = 0. 

Da die Differenzial -Gleichung gleich Null ist, und allge- 
mein für alle Werthe von x gelten muss, so sind die einzelnen 
Factoren, die kein x mehr enthalten: (A + B -f •• K) , 
(4, + B, +. . K) , (4, + B, + . . Jt, ) nd. gleich Null ; 
die Functionen von x, nämlich /(*), qp(x), &c. fallen zu- 
gleich mit dx* durch Division aus , und es bleiben die Gleich- 
ungen : A -hB + .. K=0 , -4,-4-^-j-..üT / = 0, 
<4 V -f-.B v -f .. üf v = 0 , aus denen die Constanten des Integrals 

bestimmt werden. 

§ 13. Beispiele. 

1) Ist y = gegeben , so " sind ihre Differenziale : 

dy = Xe lx dx , d'y — A 9 e x * dx 2 , ... d"y = A tt e Xx dr* ; sämmtliche 

Differenziale sind in Beziehnng auf x gleichartig und e /je ist 
ihr gemeinschaftlicher Factor, so dass unmittelbar die Dif- 
ferenzial - Gleichung gebildet werden kann: 

d"y + Ad«-'yd* + Bd»-*ydx* -f . . . Nydx* = 0 , 

(und wenn die Werthe: d«y, substituirt werden:) 

(Ä* + 4*"-'+ 5;.—* + . . Mk+ N)e"*dx« 0. 

Nun fällt e x dx* durch Division aus, und es bleibt die alge- 
braische Gleichung: 

k* -Ak*-* Bi*-* |-„ja r A T =0, 

welche die n Werthe von /. giebt, die den n partikularen In- 
tegralen der construirten Differenzial -Gleichung entsprechen. 
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2) Ist y = * v gegeben, so sind ihre 

dy — vx^dx; d'y~v.v-W- 2 dz*,.. 
d n y~v.v — 1.. >• — (n — l)x y ~ n dx*. 
Diese Differenziale sind ungleichartig; sie werden aber sämmt- 

lich mit d*y gleichartig, wenn d*~ l y mit d n_8 y mit 

x 

Bdx* Ndx n 

_, .. , mit _ mn ltiplicirt wird. Büdet man daher 
die Gleichung: 

so ist x v-n rfx B Factor sämmtlicher Glieder, und es ist die 
gebildete Gleichung: 

(i'.v — (n— 1))+Av.v..v— ((n— 2).. Jfv+.IV^-'W 1 

Wird d n V gleich Null gesetzt, so fällt a; v ""' , dx ,, aus und es 
bleibt die algebraische Gleichung: 

v.v— l..v_(n— l)-M(i-.v — l..v — (n — 2))+..Mv+N=0, 
aus der die n Werthe von v gefunden werden, die dem parti- 
kularen Integral y=x* entsprechen. 

3) Ist y = x'e KX gegeben, so wird: 

dy = w?*- 1 *** dr -f Ax v e )x <Jx ; 
d*y =r. v- lx v " V r dx^i'^-^^dx^V«^ dx a ; 



Bei diesen Differenzialen können durch keinerlei Operation 
sämmtliche Glieder gleichartig gemacht werden; wohl aber 
ist es möglich, mehrere Glieder je unter sich gleichartig zu 
raachen, und zwar durch mehrere verschiedene Operationen: 

odx 

a) Wird dy mit mnltiplicirt, so werden je die ersten 

und je die zweiten Glieder des ersten und zweiten Differenzials 
gleichartig; und y ist mit dem letzten Glied des zweiten Dif- 
ferenzials gleichartig, wenn es einfach mit x'dx' mnltiplicirt 
wird; so dass sich die Gleichung folgendermassen gestaltet: 
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v _l)x v - 2 -f-(o^4-2^)x v - 1 -|-(X 8 +x V)e^ da: 5 . 

Wird die Gleichung: d'y + x*ydx* gleich NuU gesetzt, 

so sind die Factoren: av-\-v.v — 1; aX~\-2vX\ X*-t-x* einzeln 
gleich Null, woraus v, X und einer der wiilkühr liehen Coef- 
ficienten a , x 3 bestimmt wird , so dass eine Gleichung mit 
ganz willkührlichen Coefficienten a, x durch diess Verfahren 
nicht constrnirt werden kann. Die gefundenen Werthe >•, A, 

geben die partikularen Integrale y-zzx'ef-* der construirten 
Gleichung. 

ß) Wird wieder dy mit — , hingegen y mit (x'-f-^lW 

x \ X / 

multiplicirt , so wird yx 7 dx n mit dem letzten GJiede des zweiten 

A* 

Differenzials , und —rydx* mit den ersten Gliedern des ersten 

und zweiten Differenzials gleichartig, und es bilden sich fol- 
gende Gleichnngen : k* av -4- p . r — 1 Q\ a 'i-\~ 2>'X — 0 ; 
x 5 + A J = 0. Die daraus folgenden Werthe von X und v geben 
die partikularen Integrale y=x''e ,j: für die construirte Gleichung: 

y) Da die letzten und vorletzten Glieder der Functionen 
y, dy, d*y ohnehin gleichartig sind, so kann man auch 
construiren : 

d a y -f- adydx -\- bydbc 1 = 0 . 

Die Summe der letzten Glieder giebt die Gleichung: 
6-+-0/. i X 1 = 0 ; die Summe der vorletzten Glieder giebt : 
av -f- 2» >l = 0 ; endlich bleibt noch das erste Glied des zweiten 
Differenzials: v.v — la*" *V*cte a übrig. Diess muss gleich 
Null gesetzt werden , wenn d*y -f- adydx -j- bydx 2 — 0 , ist. 
Daraus findet man zwei Werthe: v = 0, v = l, und sowohl 
y=zx°e* x als auch y=a; 1 6 )j: folgen als mögliche partikulare 
Integrale der construirten Gleichung. 
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d) Es sei Alles, wie in der vorhergehenden Gleichung, 
nur werde y mit ^o-h-^dx* multiplicirt; dann verbindet sich 

h* 

byda? mit allen letzten Gliedern, wahrend -^yda? mit 

— lx*~~ ^e^dx* gleichartig wird, so dass statt v.v — lr=0 
die Bedingungs- Gleichung folgt: y.» — 1-+-ä 3 = 0, woraus v 
bestimmt wird. U. s. w. 

Zusatz 1. Die Functionen, aus denen die Differenzial- 
Gleichungen construirt werden, sind unmittelbar die partikularen 
Integrale der constuirten Gleichungen, wie von selbst einleuchtet; 
denn da die Gleichungen aus ihnen construirt sind, so machen 
die Functionen, in die Gleichungen substituirt, diese wieder 
zu Null , was eben das Criterium der partikularen Integrale ist. 

Zusatz 2. Den kleinsten Spielraum haben die Differenzial- 
Gleichungen, in denen das letzte Glied mit dem Factor y nur 

einen monomischen Coefficienten : hx a dx n hat. Einen grösseren 
Spielraum gewähren die Gleichungen, in denen das letzte Glied 

polynomische Coefficienten hat: (xx a -f ftx^ Qxt . .)dx H , weil 

die einzelnen Functionen jtx*ydx", juxfycüx" . . . beliebig zur 
Summe der ersten, zweiten und nachfolgenden Glieder der Dif- 
ferenziale als mit ihnen gleichartig zusammeagefasst werden 
können. Dasselbe gilt von den Factoren der ersten, zweiten... 
Differenziale von y ; auch hier geben monomische Factoren 
den kleinsten Umfang constrnirbarer Gleichungen , wahrend 
binomische und polynomische Factoren diesen Umfang erweitern. 

Zusatz 3. Vollends unermesslich und uneingeschränkt 
wird der Umfang constrnirbarer Gleichungen, wenn nicht re- 
ducirte, sondern vollständige lineare Differenzial - Gleich- 
ungen, nämlich nicht bloss d*V— 0, sondern d n V— Xdx* 
gebildet werden sollen, namentlich wenn .Verne beliebige Function 
von r ausdruckt Denn welche Glieder auch immer sich in 
der Construction nicht als gleichartig gestalten wollen , sie 
können jederzeit, indem man in Xdx* die nämlichen Glieder 
einsetzt, aufgehoben werden, so dass d*V — XchP gleich Null 
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wird. Es ist auch bekannt, dass man jede Differenzial-Gleich- 
ung d n V — Xdx n — 0 integriren kann, wenn X willkührlich 
genommen wird. Darum ist die Construction solcher vollstän- 
diger Differenzial- Gleichungen: d n V — Xdx n = 0 gänzlich aus- 
geschlossen , da sie ganz beliebig geführt werden kann und 
jederzeit gelingt; Aufgabe der Wissenschaft ist, die Construction 
der reducirten Differenzial -Gleichungen zu geben; vorzugs- 
weise aber die Gleichungen mit monomischen Factoren zu ent- 
wickeln, da sie den kleinsten Spielraum haben , und die schwie- 
rigsten Bind. 

Zusatz 4. Die Gesetze, nach welchen verfahren werden 
muss, damit alle, oder mehrere Glieder der Differenziale unter 
sich gleichartig werden, müssen für jede Function besonders 
entwickelt werden. Bei einfachen Functionen erkennt man 
gewöhnlich augenblicklich , wie die Differenziale gleichartig 
gemacht werden können. Ist z. B. yzzzlogx gegeben, so ist 

dx dx 2 ^ , 2dx l 

, . , ad* -, v bd u ~*y xydx* _ 

die Gleichnng mit den gleichartigen Gliedern giebt: 

(±2.3..n-l±a.2.3..»i— 2dbfc.2.3..n— 3=b..-|-x)p r =0 

und y = logx ist partikulares Integral, wenn zwischen den 
Constanten die Gleichnng gilt: 

±2.3..n — lrpa.2.8..n— 2±...xz=Q, 

woraus unendlich viele Werthe von a, b..x gefunden werden. 

Bleibt man bei Differenzial - Gleichungen erster Ordnung, 
so hat man darin ein Mittel, ungewöhnliche Differenzial - 

Ausdrücke leicht zu integriren. So giebt: dy -f - gjjjjg ~ ^ 

als Integral yzszlogx, wenn 1 4-*= 0, also « = — 1 ist. Nun 

ydx . . dy dx 

folgt auch aus dy ~ =0 der Ausdruck : — — =r . , so 

6 9 xlogx y xhgx 
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dass: J , ^^ =Z ° flr(/0gx) wird ' W0durch J^^ sehrein ' 
fach integrirt ist. 

Wird y=sinx genommen, so ist dy = cos xdx , und 
dy + < ~ ^n ' jT yd x = ® S* 60 ** gleichartige Glieder ; die Bedingungs- 
Gleichung ist: l-f-a=0, also o= — 1. Daraus folgt: 
dy = J^- ydx ss cotg {x)ydx , = cotgxdx ; 



Zusatz 5. Bei zusammengesetzten Functionen sind 
Gesetze, die Glieder der Differenziale gleichartig zu machen, 
aufs sorgfältigste zu entwickeln; es müssen a 1 1 e Combinationen 
aller Glieder erwogen und durchgeführt werden, wenn man des 
ganzen Reichthums der Differenzial-Gleichungen, die aus solchen 
Functionen construirt werden können, habhaft werden will. 

§14. Verfahren bei der Construction aus bestimmten Integralen 
und bestimmten Differentialen. 



Ist die Function, aus der die Differenzial-Gleichungen 
gebildet werden sollen, ein bestimmtes Integral, z. B. 



so ist das Verfahren das nämliche. Prinzip ist , dass man, 
um die Differenz ial - Gleichung : 

d»y + £,d*- x yte + x,4—wx* + . . x^dx* = o 

zu bilden, die auf einander folgenden Differenziale nach x ab- 
leitet, und sie durch Operationen so umgestaltet, dass alle, oder 
mehrere Glieder der Gleichung gleichartig werden. Die 
Summen der gleichartigen Glieder werden der Reibe nach zusam- 
mengefasst, wodurch Gleichungen hervorgehen , in denen die Ver- 
änderliche x nicht mehr enthalten ist. Aus diesen Gleichungen 
werden die von x unabhängigen Grössen w, b... bestimmt. 
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Wenn anch das Verfahren das nämliche ist, so hat man 
bei bestimmten Integralen reichere Hilfsmittel, als bei bloss 
algebraischen Functionen ; denn man hat nicht bloss die Multi- 
plication und die algebraischen Operationen überhaupt, um die 
Glieder gleichartig zu machen, sondern uberdiess noch die In- 
tegration. Es sei z. B. y — Je^u 1 — b*)*du , so ist 

^ssj^tt» -&■)»»!•; ^==JttV"(u s -fc*)*du, u. s. w.. 
Soll nun eines dieser Glieder durch m dividirt werden, wenn 
z. B. ^jt- gebildet wird, so integrirt man sowohl y ab auch 



-^-j partiell nach a?, und erhält: 

fiUX (* ,;UX 

yz=— (y-fc 2 )*- — 9(u s — 

X J X 

wodurch die Glieder y und -^y- mit -^--^j gleichartig werden, 

und den Factor x im Nenner gemeinschaftlich haben. — Es . ist 
auch zu erwarten, dass solche partikulare Integrale reichere 

Resultate geben werden ; denn z. B.; y=J"e w: (M* — o 2 )*9u 

enthält je nach den verschiedenen Werthen von a beliebig 
viele Formen von Functionen x v e )jf , während y — x*e, ,x nur 
eine einzige solche Form darstellt. 

Aehnlich verhält es sich mit Functionen, welche bestimmte 

Differenziale sind, z.B. y = -^dl—-h Auch bei ihnen kann 

man ganz unabhängig von den bloss algebraischen Operationen, 
durch Ausführung des angedeuteten partiellen DifFerenzials, 

3 



» 
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Factoren von x einfuhren , wenn ungleichartige Glieder dadurch 
gleichartig gemacht werden sollen. So ist z. B. 

1 0 e** xe H * , 1 . .,/ 1 \ xe w e w 
9 du u u 1 du \ u J u u* 

Die Einzelnheiten des Verfahrens werden sich hei der Con- 
struction der Differenzial- Gleichungen aus besimmten Integralen 
und bestimmten Differenzialen von selbst ergeben. 

§ 15. Die Differenaiale unentwickelt gegebener Functionen. 

Unentwickelt gegebene partikulare Integrale haben die 
Form Xyzzzc (worin X eine Function von x ausdrückt). Nach 
bekannten Gesetzen erfolgen nun durch successive Differenzirung 
die Gleichungen: 
Xdy+ydX=0 
Xd'y + 2dXdy + yd*Xz= 0 



Xd*y + ndXd^y + g d*Xd»~'y + . . . + yd«X= 0. 

Ist Y statt y gegeben, worin Y eine Function von y aus- 
drückt, z. B. y v , logy.., so erfolgt eine nicht - lineare Dif- 
ferenzial - Gleichung , weil noth wendig Producte von y und dy &c. 
eintreten. 

Da die Gesetze des Differenzire ns allgemein gültig sind, 
und hier nur angewendet werden, so bilden sich die Differenzial- 
Gleichungen von selbst, so wie irgend ein partikulares Integral 
unentwickelt gegeben ist. 

Beispiele. 1) Die Function (1 -j-x ) )y — a , successiv 
differenzirt, giebt: 

(l+<r')dy +2xydx=0; (1 + x*)d*y -\-4 t xdydx-\-2ydx' 1 — 0\ 

) d'y -f 6xd*ydx -f- Bdyrf** = 0 ; 

(1 -f 2na;d— ^d* -f- n . n - 1 d*~*ydx* = 0 , 

wofür auch durch die Substitution d n -*y = zdx n -* gesetzt 

werden kann: 

(1 -f + Znxdzdx + n .n — 1 zdx* = 0. 
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2) Nimmt man statt y sogleich ein Differenzial von y, so 
erhält man z. B. aus (&' — x*)dy = adx die Gleichungen : 
(tf-x^y— 2xdydx — 0 ; (b 7 —x*)d 3 y-4xd 7 ydx—2dydx 2 = 0, 
u. s. w. , Gleichungen , deren Reductionen auf niedere Grade 
sich von selbst ergeben. 

3) Die Gleichung: (l-f-x')c/y = dx } (welche hervorgeht, 
wenn y — arc.lgx differenzirt wird,) giebt: 

(1 -\-x*)d 7 y + 2xdydx = 0 , und allgemein : 

(1 + x 7 )d" + 1 y + 2nxd n ydx -f n . n — ld n ~ l ydx* = 0 , 
woraus durch d n ~ = zdx n ~ l eine Gleichung des zweiten 
Grades hergestellt werden kann. 

4) Nimmt man Differenziale, für die noch keine Function 
construirt ist , die ihr Integral in einem geschlossenen Ausdruck 

zu geben im Stande wäre, z. B. (o 3 -\-x 3 )*dy = dx } so erhält 
man ebenfalls integrirbare Differenzial -Gleichungen, und zwar: 

(a 3 -j~x 3 )^d i y-j-(a 3 -\- x 3 )~ *x*dydx = 0 , oder wenn reducirt 
wird: (a 3 + x 3 )d*y -\-x 7 dydx = 0 , so dass die nachfolgenden 
Differenzial -Gleichungen sehr leicht construirt werden können. 

5) Man kann überhaupt beliebig von Differenzial - Gleich- 
ungen ausgehen, und höhere Differenzial -Gleichungen aus ihnen 
eonstruiren ; z. B. aus : (1 — x 2 ) d *y — xdydx + (x *ydx 2 — 0. 
(Diese Gleichung erhält man aus y — sin{iiarc.sinx)\ denn das 
erste Differenzial giebt: — x' l )dy — ficos(fiarc.sinx)dx; 
und das zweite Differenzial giebt nach gehöriger ßeduction die 
obige Gleichung: (1 — x 2 )d*y — xdydx /.t*ydx z = Q). Durch 
n malige Differenzirung erhält man : 

(1 — * 2 )d n + 2 y — (2n 1 )xd n + l ydx — (n 2 — f t 7 )d n ydx* = 0 , 
wofür auch: (1 - x' l )d*z — (2n + \)xdzdx — (n 2 — it 7 )zdx* =z 0 
gesetzt werden kann. U. s. w. 

§ 16. Eigenschaften solcher Differenzial- Gleichungen. 

Derlei Gleichungen können ausserordentlich leicht con- 
struirt und integrirt werden; sie haben jedoch die Eigenschaft 
von blossen Differenzial- Ausdrücken, d. h. sie können so- 

3* 
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gleich durch allgemeine Operationen integrirt werden. Denn 
da jede nachfolgende Gleichung das unveränderte Differenzial 
der zunächst vorhergehenden ist, so gilt von ihnen allen das 
Criteriura der Integrabilität : N—dP + d*Q — d*R + ... = 0 
und ihre Integration erfolgt auf der Steile , weil d*~ l V aus 
d n V unmittelbar hervorgeht. So ist z. B. 

J*((l -f x*)d 3 y -f Qxd tyte + Mydx* = 0) 

gleich (l+x*)d'y + 4xdydx + 2ydx* + C,dx' = 0, das wieder 
integrirt: (1 -f-x a )dy + 2xydx-\-C i xdx-\- C a dr = 0, und nach 
nochmaliger Integration endlich die Function giebt: 
(1 +x*)y -f C t x* + C 7 x + C, = 0, was das vollständige Integral 
ist, während die Function (1 +x*)y= a, von der oben aus- 
gegangen wurde, nur ein partikulares Integral war. So giebt: 
(l-{-a;')d*y 2nxd n ~ i ydx -f- n . n — ld n -*ydx* = 0 nach nmaliger 
Integration: (1 +x')y -f C.x— 1 -f C 7 x»~* +. . C^a? + C v = 0. 

Hingegen: (l-i-a; 2 )d n + 1 y^-2na;d»yJar+n.n— ld*- l ydx* = 0 
giebt nach nmaliger Integrirung: 

(1 + x*)dy + (C>-« + C a x— -I- . . C v _ + Cjdx = 0 , 
eine Gleichung, die als Differenzial- Ausdruck zu integriren ist — 
Derlei Gleichungen und Ausdrücke werden in der Lehre der 
Differenzial -Gleichungen nicht besonders behandelt. 

§ 17. Construction wahrer Differensial- Gleichungen. 

Ganz anders verhält es sich , wenn die derartig construirten 
Differenzial -Gleichungen zu neuen Gleichungen summirt werden, 
nachdem sie einzeln mit willkllhrlichen Factoren verbunden 
worden sind ; dann entstehen wahre Differenzial - Gleichungen, 
welche den aus entwickelten Functionen construirten Dif- 
ferenzial - Gleichungen analog sind, und darum auch nur durch 
partikulare Integrale gelöst werden können; so folgen z. B. 
aus (1 -f - x*)dy = dx die Gleichungen : (1 -+- x 3 )d*y 2xdydx = 0 ; 
(1 + x t )d 3 y+4xd , ydx + 2dydx*=z0. Bildet man daraus 
X{ ( 1 + x 9 ) d 3 y + Ixd'ydx + 2dydx a ) + 

+ X,dx ( ( 1 + x^d'y -f- 2xdydx) = 0 , 
so handelt es sich wieder, wie bei der Ableitung aus entwickelt 
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gegebenen Functionen, um die Gleichartigkeit der einzelnen 
Summen, die es möglich macht, dass alle Veränderlichen 
x, y, dy.. ausfallen, und nur Bedingungs-Gleichungen zwischen 
den unabhängigen Veriabeln übrig bleiben, aus welchen dann 
die partikularen Integrale bestimmt werden. Wir erläutern 
diess durch ein Beispiel. 

Ist die Function ac v e^ r y = c gegeben, so folgen die üif- 
ferenzial - Gleichungen : 

V e )x dy -f (vx s ~ l + Ix^ydx = 0 
x*e )a d*y + 2(rx<- 1 + W)e } *dydx + 

+ (v(v — ~ 2 + 2vAx v - 1 + Vx V* ydx 9 == 0 

u. s. w. 

Bildet man daraus die Differenzial - Gleichung: 
Zfydx* - 2^L - d'y = 0 , so erhält man : 

Substituirt man, damit gleichartige Glieder hervorgehen, im 
ersten Gliede von d*y statt dy aus dem ersten Differenzial den 

Werth : dy = — -}- A^yeüx , so folgt , wenn alle nach x 

gleichartigen Glieder zusammengenommen werden: 

VW*-. 2^_d'y=0 = 

^[ (^y~> ( ij =^M y -» , + g )]=° 

woraus, die drei Glieder einzeln gleich Null gesetzt, folgt: 
A = ±Z> , o = 2k; v.v— 1 = 0. Es ist daher für v = 0, 
a ss 0 die Function x v e^y = c , d. h. e— bx y = c Integral von 
b*ydx' — d*y = 0 ; und für v = 1 , a = 2 die Function 

x«e =*= bx y=c Integral von ^t/dx 1 — -d'y = 0, wie auch 
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aus der Ableitung der entwickelt gegebenen Function 
y = x v c >Jf gefunden wurde. 

Diese Ableitungen geben viele brauchbare Gleichungen, 
und sind namentlich für die Construction der nicht-linearen 
Differenzial- Gleichungen ganz unentbehrlich, wenn die ver- 
wickelt gegebenen Functionen nicht nach y aufgelöst werden 
können. So giebt z. B. y^e'Vx* =c im Differenzial: 

O^-VV +Xyte X W)dy+vx* ~ V^d« 0 oder 

y " TO' 
Bleibt man bei der Differenzial - Gleichung des ersten Gra- 

Q 

des , so wird dy + Qydx = 0 , und Q — ^ gesetzt, 

folgt die Bedingungs-Gleichung: • Sie wird Null, 

wenn r = a gesetzt wird ; und y'*e f yx a = c ist das Integral 
der (übrigens auch durch Absonderung der Variabein leicht 
integrirbaren , ) nicht -linearen Differenzial - Gleichung : 
(/< -j- ky)xdy -J- aydx = 0. — Derlei Ableitungen werden hier jedoch 
nicht weiter verfolgt, da die gegenwärtige Untersuchung nur 
die linearen Differenzial -Gleichungen behandelt. 



§ 18. Beschaffenheit der Functionen, aus denen Diflerenaial- 
Qleichungen construirt werden. 

Die Functionen, aus denen Differenzial - Gleichungen con- 
struirt werden, müssen allgemeine, von x und y unabhängige 

Constanten haben, wie y=x*e ,x . (Diese allgemeinen Con- 
stanten r , X . . werden auch öfter unabhängige Variable genannt.) 

Beweis. Bei der Construction der Differenzial-Gleichungen 
kommt es darauf an, dass alle oder mehrere Glieder der Dif- 
ferenziale unter sich in Beziehung auf x gleichartig werden. 
Daraus bilden sich Bedingungs-Gleichungen zwischen den unab- 
hängigen Veriabeln und den Constanten der Differenzial-Gleich- 
ung, die nur dann stattfinden können, wenn es möglich ist, 
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den unabhängig Veränderlichen solche Werthe beizulegen , die sie 
fttr diese Bedingnngs - Gleichungen haben müssen, "Werthe, die 
man nicht a priori kennt, sondern die aus der Construction 
und aus den Constanten der Diff erenzial-Gleichung be- 
stimmt werden. Ueberdiess folgen für diese unabhängigen 
Variabein, (Constanten des Integrals), öfter zwei, drei oder 
unendlich viele Werthe, wenn algebraische Gleichungen höherer 
Ordnung, oder transcendente Bedingnngs-Gleichungen eintreten. 
Man muss daher die Constanten der Function unbestimmt, 
d. h. allgemein, oder unabhängig veränderlich lassen, damit 
ihnen die Werthe beigelegt werden können, die sie den Be- 
dingungs-Gleichungen gemäss haben müssen. Die von x unab- 
hängigen Grössen X, r, /< . . . sind demnach allgemein oder 
unbestimmt, so dass z. B. 

sämmtliche n partikulare Integrale der aus ihnen abgeleiteten 
DifFerenzial- Gleichung n ter Ordnung repräsentiren können. 

Erläuterndes Beispiel. Aus der Function y=x'e >x 

kann die DifFerenzial - Gleichung : <Py -f- x^ydx 1 = 0 

x 

construirt werden ; es finden jedoch die drei Bedingungs-Gleich- 
ungen statt : V — x 1 — 0 ; v . v — 1 -f- av = 0 ; v . v 1 = 0. 
Darans folgt : v = 0 und r es — 1 ; k z= ± x. Man kann daher 

nicht willkührlich etwa y = xV x setzen , wenn man eine 
Difierenzial - Gleichung , die den vorgeschriebenen Coefficienten- 

bau hat, construiren will. Wohl aber kann auch aus y = a;V x 
eine andere DifFerenzial - Gleichung construirt werden , wenn 
man beliebige polynomische Coefficienten in den einzelnen Dif- 
ferenzialen einführt; aber dann wird ein Beispiel, und nicht 
eine allgemeine Gleichung construirt. 

Dasselbe gilt von den Gleichungen der dritten , vierten , . . 
n tM > Ordnung, in denen der Reihe nach 4, 5.. (n+1) Be- 
dingnngs - Gleichungen eintreten. 
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§ 19. Die Differenzial- Gleichungen Bind nur aus einer einzigen 
Function, nicht aber aus der Summe mehrerer beliebiger 
Functionen zu conatruiren. 

Erläuterung. Das vollständige Integral einer Differenzial- 
Gleichung des n len Grades besteht aus folgenden n partikularen 
Integralen: -f $ Vi + «? v . 

Es könnte nun scheinen , dass die entsprechende Differenzial- 
Gleichung aus n Functionen : y = ^f(x) -j- $q>(x) + . . Ity(x) 
construirt werden könne, die ihrerseits mit willktthrlichen 
Constanten verbunden sind; diess ist unmöglich. 

Beweis. Wollte man auch nur aus zwei verschiedenen 
mit willkührlicken Constanten versehenen Functionen 
V~$f{x)-\~Hq>[x) die Differenziai- Gleichung bilden: 
d»y + X t d *-*ydx + X % d»*ydx*+ . . X, .. 1 dydx»-»+ JT V ydx»=r 0 
so erhielte man: 

Z(d*<p(x) -f. ^«-y^dx+^d«-^)'^ + .. X v y(x)dx») + 
+^(d^(x)4-X 1 d«->^dx-hJr a rf'»-V(x)d^+ .. X,tp(x)dx«)=0. 
Weil nun die Constanten £ und 0 völlig willktthrlich sind, so 
ann diese Differenzial - Gleichung nur stattfinden, wenn die 
Gleichungen für ff (x) und if,(x) einzeln gleich Null sind. 
Diese beiden Gleichungen stimmen aber völlig überein, so dass 
(f[*) und tftm) nicht VO n einander verschieden sein können. 
Die zweimal wiederholte Operation gäbe daher ganz das Näm- 

6 Wle di « einmalige Operation, man mag y = wx oder 
y — xjjx nehmen. 

s hi f 8 daher schlechterdin g 8 unmöglich , aus zwei ver- 
c eaenen Functionen, als Repräsentanten verschiedener parti- 

S^r^^f?' ^ R aUS y = ^ V « )x + ^(%^) eine 
^ -iai- Weichung zu cons t iniiren > wenn nicht efcwa beide 

gemeh^T ^^'(s) in einer Form eines all- 

die For!!. grals entha ^en sind, was unmöglich ist, wenn 
ist es r^fr' ^ * h&ben ' be Hebig sein sollen. Wohl aber 
mö glich, Differenzial -Gleichungen ans einer Form par- 
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tikularer Integrale , sie mag noch so zusammengesetzt sein, 

z. B. aus y — x*^ -\- log xV-tyx herzustellen; denn dieser Aus- 
druck ist nur eine Form partikularer Integrale , da die in ihm 
enthaltenen Functionen nicht durch willkührliche Constanten 
A . il . . getrennt sind. 

Zusatz. Allgemein wird man, wenn die Differenzial- 
Gleichungen von einfachem Baue, und wie aus einem Gusse 
sein sollen, einfache partikulare Integrale zur Construction 

wählen müssen. Aus diesem Grunde wird auch y = x v e ,j; , nicht 
aber etwa y z= x* e* r — C zur Construction gewählt. Denn 
die Function y — x s e — C gäbe im letzten Gliede X n ydx* 
offenbar X n x > & jx dx n — CX n dx n \ und wenn sich X H x w e** mit 
Gliedern der vorhergehenden Differenziale , die alle den Factor 

e** haben, zu einer Bedingnngs - Gleichung summirt, so bleibt 
CX n dx n einzeln , und kann sich mit keinem Gliede zu einer 
Bedingungs- Gleichung summiren. Es wird daher entweder C = 0, 
oder es wird die construirte Gleichung statt einer reducirten, 
eine totale Differenzial- Gleichung von der Form: 

d n y + X x d«~ l ydx + X^-tydx' + X n ydx* = CX n dx n . 

Da aber reducirte Differenzial-Gleichungen construirt werden 
solleu, so ist unbedingt C— 0 zu nehmen, was als Lehrsatz 
festgestellt wird. 

§ 20. Differential- Eigenschaften der Exponentlal- Grössen 
und anderer Functionen. 

Die Exponential-Function c hat die ausgezeichnete Eigen- 
schaft, dass sie, wenn aus ihr Differenzial-Gleichungen gebildet 
werden , in allen Differenzialen unverändert als Factor ent- 
halten ist; so dass sie ihrerseits die Gleichartigkeit aller 

Glieder nicht beeinträchtigt. Die Potenz x'' hat zwar diese 
Eigenschaft nicht, es können jedoch durch leichte Multi- 
plicationen sämmtliche Glieder ihrer Differenziale gleich- 
artig gemacht werden. Andere Functionen haben wieder andere 
Eigenschaften. 
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Es giebt Functionen, die wegen ihrer Wichtigkeit vor- 
züglich zu beachten sind, und die auch Di fferenzial- Gleichungen 
von höchst einfachem Bau als Probleme liefern, während 
ihre Differenziale Glieder enthalten , die weder gleichartig sind, 
noch durch einfache Operationen gleichartig gemacht werden 
können. Es sind dicss die trigonometrischen Functionen, die 
in allen Theilen der Analysis dominirende Functionen sind, 
und die auch die hauptsächlichsten und wichtigsten Probleme 
der Integration liefern. 

Stellen wir die Functionen y = x* c )x und y — x* sin Xx 
neben einander, und entwickeln wir sie z. B. bloss bis zum 
zweiten Differenzial , so haben sie in einer Hinsicht grosse 
Uebereinstimmung und in anderer grosse Verschiedenheit - 

Es sei 
yz=zx* e )r , woraus folgt : 
dy = Yx s -h )x dx + bt?J x dx; 

d >y = v . v — 1 x* ~ V* dx* + 2 Xvx* ~ 1 e lx dx' + Jt V e Xx dx\ 



Es sei 

I 

y = * v sinXx , woraus folgt: * 
dy = r« v l —1 sin Xxdx + Xx* cos Xxdx \ 

d*y = v. v — 1 * v ~ 2 sinXxdx>+ 2Xvx* ~ 1 cos Xxdx''— X V sin Xxdx 9 . 



Verbindet man in beiden Fällen je die ersten und zweiten 
Glieder des ersten und zweiten Differenzials; ferner die gege- 
bene Function und das dritte Glied des zweiten Differenzials, 
d. h. bildet man die Gleichung 

x 

so erhält man für xV * die Bedingungs - Gleichungen : 
av -f- r . v — 1 = 0 ; aX + 2Xv = 0 ; x» -f X 2 = 0 ; 

und fllr x v sinhc die Bedingungs -Gleichungen: 

ay^r.v — 1—0; aX + 2Xr = 0 ; x a — X* = 0 ; 
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also dieselben Bedingungs - Gleichungen , nur mit dem Unter- 
schiede, dass einmal x'-f-A'rrO und das andremal x 8 — A* = 0 
ist. Ist daher x* negativ, so giebt x J -fA J = 0 zwei reelle 
Werthe A = dbx; ist x' positiv, so giebt x' — X J = 0 zwei 
reelle Werthe l = ±x. Ist also der Coefficient von ydx 1 
negativ, so integrirt man die Gleichung durch 

ist hingegen der Coefficient von ydx* positiv, so integrirt man 
die Gleichung durch 

y = £x v sin ( -f xx) + gx v sin ( — xx ) . 
Weil diess jedoch nur ein partikulares Integral ist, da sich 
sin(-f-xx) und s*n(— xx) nur im Zeichen unterscheiden, so 
erhält mau nur ein partikulares Integral: 

y = — £)sm(-}-xx). 
Das zweite partikulare Integral erhält man , da die Construction 
durch y = x' cos Ix ganz dieselben Bedingungs - Gleichungen 
liefert , durch y — Cx v cos ( -f- xx ). 

Bei so construirten Gleichungen verbinden sich die Glieder, 
die sinkx; und ebenso die Glieder, die coslx zum Factor haben ; 
die also in Beziehung auf x gleichartig Bind. 

§ 21. Fortsetzung. 

Ganz anders verhält es sich, wenn man je die letzten, 
vorletzten und vorhergehenden Glieder der Differenziale ver- 
bindet, also die Gleichung bildet: 

d 7 y adydx + Pydx* = 0. 

Hier folgen für x* e KX die Bedingungs- Gleiohungen : 

V + al -f 6 1 = 0 ; 2rl + av = 0 ; v . v - 1 = 0 , 

hingegen folgen für x s sinhc die Bedingungs - Gleichungen : 

— sin Xx -f- <U cos Xx -f- 6' sin Aar = 0 ; 2lv cos Xx -f- av sin Xx — 0 ; 

v.v — 1—0. 

# Die erste und zweite Bedingungs - Gleichung sind un- 
brauchbar, weil sie noch Functionen der Veränderlichen ent- 
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halten; sie würden nur brauchbar, wenn in ihnen die Func- 
tionen von x ausfielen, was allerdings möglich ist, aber nur, 
wenn eine ganz andere Differenzial - Gleichung construirt wird. 
Diess ist z. B. der Fall, wenn man dem zweiten Glied adydx 

den Factor = giebt, wenn man also nicht die Gleich- 

cos Ix 

ung d'y + adydx + b 7 ydx* = 0 , sondern 

d*y-\-atg Ixdydx + b*ydx* = 0 
construirt In diesem Falle sind die Bedingungs - Gleichungen 

folgende : 

b* + al — 1* = 0 (1); v(2i.cosV.x-{-asin 7 Xx)=0 (2); 

,..v-l = 0 (3). 
Nimmt man aus (3) den Werth v = 1 , so wird die Gleichung (2) 
nur für 21— a brauchbar , da sie dadurch in 

av ( cos *Xx -f- sin 7 Xx) = 0 , 
d.h. in av — O übergeht, wodurch aber auch a = 0, A=0 und 
o = 0 wird, so dass die ganze Differenzial - Gleichung nur 
d 7 y — 0 ist, für die allerdings y = x s sinlx und y=x" cos Ix 
d. h. y = 0, und y=x partikulare Integrale sind. Nimmt 
man in der Gleichung (3), den Werth v = 0, dann fallt Gleich- 
ung (2) aus, und Gleichung (1) giebt: l = \ ± { -f 46 2 ), 
und y = sin(|ad=i|/(o* + 46 8 )a;) allerdings Integral von 
d2 y + atg(lx)dydx + b*ydx 7 = 0, nicht aber Integral der gege- 
benen Gleichung d*y-\- adydx + b i ydx*=0. 

Um Missverständnissen vorzubeugen, bemerke ich, dass 
man aus trigonometrischen Functionen eben so gut Differenzial- 
Gleichungen construiren kann , wie aus der Exponential-Function, 
wie denn überhaupt Alles möglich ist, wenn man es möglich 
zu machen weiss. Aber die so construirten Gleichungen 
haben einen andern Coefficienten - Bau. Wenn nun die Auf- 
gabe vorliegt, aus trigonometrischen Functionen Gleichungen zu 
constrniren, die in ihrem Coefficienten- Bau mit den aus der 
diess nentlal "^ unctiou construirten übereinstimmen, so scheint 

unmöglich , weil Ungleichartiges summirt werden soll. 

letzte^ ei Gr lfferenZial " GleicbTingen ' ^ n&Ch der Summe * er 
en ieder & c> construirt sind, begegnet man selbst für 



Digitized by Google 



45 

die Function y = x v e ) " r nicht unerheblichen Schwierigkeiten ; 
diese werden fast unüberwindlich , wenn man solche Con- 

structionen für die Functionen y = x* sin Ix , y = x*cos).x 
ausführt, weil in ihnen ungleichartige Glieder summirt werden 
sollen. Die zwei verschiedenen Constructions-Methoden, 1) nach 
der Summe der ersten , zweiten und nachfolgenden Glieder jedes 
DifFerenzials , 2) nach der Summe der letzten, vorletzten und 
vorhergehenden Glieder jedes Differenzials , liefern grundverschie- 
dene Diflerenzial-Gleichungen, und doch müssen auch Diflerenzial- 
Gleichungen der zweiten Constructionsart für trigonometrische 
Functionen construirbar sein. Diess ist nur möglich , wenn 
man eine Theorie hat, welche Ungleichartiges als gleichartig 
summirbar darstellt, welche also sogleich durch ihre Definition 
die Schwierigkeiten bricht, und den weitern Entwicklungen die 
Wege bahnt 

§ 22. Die complexen Functionen. 

Diess ist die Theorie der complexen Functionen. — Aus 
dem Moivre'schen Theorem ist bekannt, dass die folgenden 
Gleichungen stattfinden : e Hi = cos m -J- i sin u ; 

e- ui =zcosu — isinu; und e ui -\-e~ ui = 2cosu\ 
e«' —e~ "' = 2; sinu, und allgemein: e— Xut =cosXu±:isinXu. 
Durch sie kann man mittelbar trigonometrische Functionen 
durch Exponentiai- Functionen darstellen, und erlangt die Mög- 
lichkeit, ungleichartige Ausdrücke gleichartig zumachen, 
weil die complexen Grössen ohnehin Ungleichartiges, x^iy, 
als gleichartig summirbar darstellen, was ihnen hohen ana- 
lytischen "Werth verleiht 

Die complexen Grössen tauchen zuerst bei der Auflösung 
der quadratischen Gleichung auf: z* — (x* -f- = 0. Modular 
aufgelöst giebt diese Gleichung: 

(* - v& + jflx« + W + y 8 )) = 0 i 

comp lex aufgelöst giebt sie: 
(* -I/O + iy)(x - iy») (((■ + + iy)(x - iy))) = 0 , 
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wenn man nämlich x A -\-y* in die Factoren {x-\-iy){x — iy) 
zerlegt. Beide Auflösungen sind gültig, die erste giebt den 
Modulus: l/(x 8 -f-y'), die zweite die complexe Func- 
tion: X±iy. 

Da z % — (x* + #*) = <) als Gleichung eines rechtwinkligen 
Dreiecks auch geometrische Bedeutung hat, so kann der Mo- 
dulus ]/(x J -|-y) sogleich als Hypothenuse construirt werden, 
wenn ziz x , ±y die Catheten sind. Die complexe Grösse 
x-\-iy kann nicht geometrisch construirt werden, obgleioh sie 
dieselbe Beziehung zu »hat, wie der Modulus; es kann nur das 
Product der entsprechenden complexen Grössen (x-\-iy)[x — iy) 
construirt werden, daher sie in Wahrheit complexe Grössen 
sind; doch kann jede einzeln in ihrer Beziehung zu z inter- 
pretirt werden, was für das endliche VerstÄndniss dasselbe 
leistet, wie die Construction. 

Drückt man x durch zcosu\ y durch zsinu aus, und 
bezeichnet man die complexen Grössen mit ty, und j?,, so ist 

9, = z (cos u -f- i sin u) = ze ui ; jy a = z (co«„ — s sin u) =■ ze^ . 
U. s. w. 

Die Theorie complexer Grössen gründet nun ihr System 
geometrischer Erkenntnisse nicht auf die beschränkte gerade 
Linie x, sondern auf die allgemeine gerade Linie x±ty, 
und leitet daraus umfangreiche allgemeine Resultate ab, wie 
hinlänglich bekannt ist 

Die geometrische Interpretation der complexen Grössen und 
ihrer Resultate , (die nicht dunkel ist , wenn Modalität und Com- 
plexität streng unterschieden werden,) ist Sache der Geometrie 
und bleibt ihr überlassen; der analytische Begriff der complexen 
Grössen ist Sache der Analysis , und ist analytisch vollkommen 
klar und deutlich ; er giebt festen Boden , und leistet die werth- 
vollste Hilfe, da er ungleichartige Grössen als gleichartig zu 
behandeln lehrt, was seine analytische Bedeutung ist Denn 
nimmt man nicht die Grösse a , sondern die Grösse 
a(cosx + isinx) als Operations -Element, so werden z. B. aus 

Function y — x\coslx-\-isin kx) dieselben Differenzial - Gleich- 
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ungen abgeleitet, wie aus y =<r v e***\ so dass es genügt, die 
Ableitungen aus a?e fJn zu kennen, um auch die Ableitungen 
aus x v (cos Ix -f- * sin Ix) zu haben. 

Besonders aber für bestimmte Werthe der Veränder- 
lichen, die ja in bestimmten Integralen und in bestimmten 
DifFerenzialen vorkommen , liefern die complexen Functionen die 
allerbrauchbarsten Transformations -Formeln, da die bestimmten 
Werthe so gewählt werden können, dass entweder sinu oder 
cosu ausfällt Ersteres ist der Fall für u=nn, wo n eine 
ganze Zahl, auch Null, sein kann, letzteres für 

2n4- 1 

u — J n . So wird z. B. die Function 

ms /• nn /» 

y = I cos (x cos di) sin^ todcj in y — l e ix co * ■ sm 2v vtdto 

umgewandelt , und wenn cos co = u , also sin w = ]/*( 1 — u a ) , 

8to = (l — t* 2 ) - *du gesetzt wird, wodurch der bestimmte Werth 
(oz=n7t in u = ±l übergeht, (da der Cosinus für nrt jeder- 
zeit =tl ist,) so wird: y= f e ,w (l — u7 ; -*du, eine Function, 
die sehr einfach zu differenziren und zu integriren ist. 

So wie es für die analytischen Operationen nothwendig 
ist, dass die trigonometrischen Functionen in Exponential- 
Functionen umgebildet werden können, so ist es umgekehrt bei 
der Anwendung der analytischen Resultate auf Geometrie noth- 
wendig, dass die Exponential - Functionen geometrisch inter- 
pretirt werden können. So wie die trigonometrischen Functionen 
in den geometrischen Problemen dorainiren , so dominiren die 
Exponential -Functionen in den analytischen Auflösungen; sie 
müssen daher auch geometrisch interpretirt werden können, wenn 
es sich um Anwendungen auf Geometrie handelt; und diess 
leisten die vorhergehenden Transformations-Formeln vollkommen. 

Da l ganz allgemein, als ±A und auch als zhli gedacht 
werden kann, so umfasst die Function y = x y e kx möglicher 
Weise auch die Functionen x J sinlx und x' cos Ix, und ist 
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demnach umfangreich genug, um für die nun folgenden Con- 
structionen als ein die allgemeine Methode begleitendes Beispiel 
gewählt werden zu können. Zwar würde die vielfache Func- 



ielle Resultate liefern; aber wo es auf die Energie und Durch- 
sichtigkeit der Methode ankommt, ist die einfachste Form auch 
die vorzüglichste. Ja der grösseren Deutlichkeit willen wer- 
den die Differenzial - Gleichungen zuerst aus der Function 

y=x*e kx construirt, deren sehr übersichtliche und fassbare 
Besultate den Uebergang zur Construction aus der allgemeineren 

Function y = x v e kxV ' bilden werden. 



III. 

Construction der Differenzial - Gleichungen aus dem partikularen 

Integrale yz=x'e Xx . 



§ 23. Die independente Darstellung der Difierenziale. 



Bei der Construction der Differenziale , dy y d 7 y..d n y aus 

x*e Kz ist man nicht an die Operationen des jedesmaligen Dif- 
ferenzirens gewiesen, sondern man hat in der independen- 
ten Darstellung der Differenziale eines Products die apri- 
orischen Gesetze für die Differenziale jeder Ordnung. Es ist, 



tion : y = (x v -{-ax 1 .) e 



inhaltsreichere mater 



wenn 



n, n, n 3 



die Binomial-Coefficien- 



1 » 1 .2 ' 1.2.3 



» • • 



1.2..n 




Substituirt man C = x v , tt = e Xx , und setzt man v = v t ; 
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v.v — l=v a ... so werden, wenn man den gemeinschaftlichen 

Factor e ,x sogleich ausscheidet, die aufeinander folgenden 
Differenziale : 

dy =ze lx dx (v,^" 1 +Ax v ); 

d 3 y = e KX dx\v z x^ + 3>> 2 W* + Br t X i x y ~ l + JtV) ; 

% 

(fy=e u ck"(r n x v - B +^) n ^^ .). 

"Werden die binomischen und polynomischen Factoren der 
Coefficienten der Differenzial - Gleichungen ausgeschlossen, (wo- 
durch man sich auf das allerdings kleinere Gebiet der monomi- 
schen Factoren einschränkt,) so ist unmittelbar einleuchtend, 

dass bei den Ableitungen aus x* e** zwei grundverschiedene 
Constructionen möglich sind, indem man entweder alle ersten, 
alle zweiten, überhaupt alle senkrecht unter einanderstehenden 
Glieder gleichartig macht und zusammenfasst, oder aber indem 
man alle letzten , alle vorletzten und überhaupt alle je vorher- 
gehenden Glieder als von selbst gleichartig zusammenfasst 

§ 24. Erste Constructiona - Methode. 

Alle ersten, alle zweiten und überhaupt alle senkrecht 

unter einander stehenden Glieder werden gleichartig, wenn 

. , ,, adx . , ., bdx* , 3 ., fdx n ~ s 

d n ~*y mit ; d n ~ 2 y mit d*y mit i— | • dhj 

mit ; dy mit multiplicirt werden. 

Die gemeinschaftlichen Factoren der Summen der ersten, 
der zweiten, und der nachfolgenden Glieder, sind abgesehen von 

c tJc .dx n , folgende: x'" n , ac v ~( n—1 )» a? v ~( n— 2 \... bis zum letzten 
oder (n-|-l) ten Gliede , das sich mit keinem andern Gliede 

summirt und einfach: l n x* ist Es bleibt noch übrig die 
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gegebene Function: y = x v e ix . "Wird diese mit 

( a + "f" lr7 ~*~ ' ' äF 1 'S») multi P licIrt ' dann wird 

— — mit den ersten, r mit den zweiten Gliedern gleich- 

x n x n ~ l 

* 

artig, endlich mit den vorletzten und a mit dem letzten 

x 

Gliede l»x\ 

Wird nnn die construirte Gleichung: * 

gleich Null gesetzt, so müssen die Summen der gleichartigen 
Glieder einzelu gleich Null sein, und es bilden sich die folgen- 
den (n-f-1) Gleichungen : 

1) Aus der Summe der ersten Glieder: 

2) Aus der Summe der zweiten Glieder: 

+ a(n — 1),. B _, + &(n— 2)i B _, + . . gr + Ä) + # = 0. 

3) Aus der Summe der dritten Glieder: 

/( >+*«<>. 



• ♦ 



Endlich aus der Summe der,(n + l) tcn Glieder: 
(** + a) = 0. 

. Reiben wir der Uebersicht willen bei der Gleichung des 
^ten Grades: 

rfS -1 I MW ■ <%<** 8 , 

80 entstehen folgende fünf Bedingungs - Gleichungen : 
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1) v 4 +or, +6»-, 4-cr, 4-£ = 0; 

2) l (4r, + 3^,4-26^ + 0)4-^ = 0; 

3) l*{to t + Sar t + b) 4-y = 0; 

4) A s (4i' t 4-a) 4-^ = 0; 

5) X 4 4-a = 0. 

Sie müssen mit einander bestehen, wenn die constrnirte 
Differenzial- Gleichung integrirbar sein soll. Statt des polyno- 

mischen Factor» : (« + -f+V '" lhl • n 

wir bloss den binomischen Factor ( a "H"^r)» un ^ 2War sowohl 

getrennt in zwei Constructionen , als auch vereinigt; so dass 
die folgenden drei einfachsten Differenzial -Gleichungen con- 
struirt werden: 

0 , , ad n ~ l ydx , bd n ~ t ydx' 1 \ hdydx n ~ l , m _ 
„ . , ad*- l ydx , 6d»-*ydx a , Mydx % ~ x . / , x \ , 

Die Fülle der Gleichungen zu construiren, die bei poly- 
nomischen Factoren der Function nnd ihrer Differenziale eintreten, 
muss speciellen Untersuchungen überlassen bleiben. 

§ 26. Zweite Constructiona - Methode. 

Fasst man alle letzten, alle vorletzten und je alle vorher- 
gehenden Glieder aller Differenziale zusammen, so erhält man 
von selbst Summen gleichartiger Glieder, indem die letzten 

Glieder den Factor ac\ die vorletzten Glieder den Factor x*~ l 
haben u. s. w., bis endlich das erste Glied des n ten Differenzials : 

n v a; v- " n übrig bleibt, das sich mit keinem andern Glied sum- 

mirt. — Verbindet man die gegebene Function y — x s e tx mit 

dem polynomischen Factor: dx n y(a-\- — 4 — + -^T+~l ) 
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so wird ccy mit der Summe der letzten Glieder; — y mit 

der Summe der vorletzten Glieder . . und endlich mit 

n y~ n gleichartig, und es bilden sich für die Differenzial-Gleich- 
ung : d n y ad n ~*ydx + bd n -*ydx 2 -f. . . gd a ydaJ""*+ Ädy Ja5»-»+ 

(n-4-1) Bedingungs - Gleichungen , die von selbst abgelesen 
werden können, und deren erste, aus der Summe der letzten 
Glieder hervorgehende, A« + aX»-* + M— ■ + . • tt + o= 0 , 
und deren letzte, » n -j-x = 0 ist. 

Auch bei dieser Construction wählen wir aus dem oben 
angeführten Grunde nur die einfachsten Fälle, indem wir 
r t . . ß gleich Null setzen, und die drei Gleichungen construiren: 

1) d n y ad» -hjdx -j- bd n -*ydx l -f . . Mydx*~ x + crytfc" = 0 ; 

2) d B y -j- ad"-i y( ix -f. bd n -hjdx % + . . hdydx"~ x + xx~ n ydx n — 0 ; 

so dass im Ganzen sechs Gleichungeu entwickelt werden, je 
drei aus jeder der beiden Constructions- Methoden. 

§ 26. Verschiedenheit dieser beiden Methoden. 

Dass diese zwei Constructions - Methoden zwei ganz ver- 
schiedene Arten von Differenzial - Gleichungen liefern, springt 
in die Augen, und hat seinen Grund in der Verschiedenheit 
der Differenziale der Factoren x' und e' z . Während die Dif- 
ferenzial - Coefficienten von x* in Beziehung auf v sind : r , 
1, v . v— 1 . v — 2 . . , r n , sind die Differenzial -Coef- 
ficienten von e u in Beziehimg auf X : X , X 2 , X 3 . . ) n , so dass 
J^der vorhergehende Coefficient mit dem ihm entsprechenden 
^omial- Factor verbunden das Differenzial des nachfolgenden 
^Beziehung auf X ist. So ist 2X das Differenzial von A a , 
k das Differenzial von /. 3 uud nA n_1 das Differenzial von 1*. 
aua folgt, dass bei den nach der zweiten Constructions- 
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Methode gebildeten Differenzial- Gleichungen das Gesetz gilt: 
Dio Bedingungs - Gleichungen der je vorhergehenden Glieder 
sind die Differenziale der Bedingungs- Gleichungen der je nach- 
folgenden Glieder; Bedingungs-Glcichungen, die nach bekannten 
algebraischen Lehrsätzen nur dann mit einander bestehen können, 
wenn die höchste von ihnen, also die Bedingungs -Gleichung der 
letzten Glieder, n gleiche Wurzeln hat. — Ganz anders ver- 
hält es sich mit den Coefficienten der Differenziale von x 1 . 
Denn r\ v.v — 1; r.v — l.v — 2 . . sind weder mit, noch ohne 
Binomial - Coefficienten Differenziale von einander , und die 
Bedingungs-Gleichuugen der ersten Glieder, der zweiten, dritten 
und n ten Glieder, können ganz unabhängig von den Wurzeln 
der ersten Gleichung mit einander bestehen. Diess begründet 
den wesentlichsten Unterschied der aus den zwei Constructions- 
Methoden hervorgehenden Differenzial - Gleichungen. — 

Bei den nun folgenden Constructioneu werden wir der 
Uebersichtlichkeit willen öfters bei Gleichungen des vierten 
Grades bleiben , und die gewonnenen Eesultate durch Induction 
auf Gleichungen des n ,cn Grades übertragen , was ohne Schwierig- 
keit geschehen kann. Das Resultat ist dann dasselbe , als wenn 
sogleich die Gleichungen des n ten Grades in Angriff genommen 
worden wären. 

§ 27. Conatruction L 

Die Differenzial - Gleichung ist: 

/i i ^'ytfa , bdhjdx 1 cdydx 3 x*ydx l 

<TJM ; 1 p I p ~~ u * 

Die 5 Bedingungs - Gleichungen sind: 

Summe der ersten Glieder: 

(1) r t + av 3 + bv, + — x» =0; 

Summe der zweiten Glieder: 

(2) A(4f,H-3av 3 + 26»' 1 -fc)=:0; 

Summe der dritten Glieder: 

(3) ^(6r a + 3av 1 + 6) = 0; 
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Summe der vierten Glieder: 

(4) A'(4 Vl +a) = 0; 

das letzte Glied des vierten Differenzials : 

(5) *» = <). 

Aus Gleichung (B) folgt: A = 0 ; das Integral geht daher 

aus y = * v e Xx in y = x v über. Die Gleichungen (4), (3), (2) 
fallen aus, da sie sämmtlich X zum Factor haben, und es bleibt 
noch Gleichung (1), eine algebraische Gleichung des vierten 
Grades, aus der die 4 Werthe von v bestimmt werden, die 
substituirt das vollständige Integral geben: 

Zusatz 1. Sind Werthe von v imaginär, so treten die 
Factoren x\ x v ",. paarweise auf, und werden durch Sinus 
und Cosinus als reelle Grössen ausgedrückt, wie hinlänglich 
bekannt ist 

Zusatz 2. Sind die vier Wurzeln v verschieden, so ist 
das Problem vollständig gelöst, denn man hat die vier parti- 
kularen Integrale der construirten Gleichung ; sind aber zwei 
oder mehrere Wurzeln gleich, so tritt die Schwierigkeit ein, 
dass man zu wenig partikulare Integrale erhält; denn eine 
algebraische Gleichung kann wohl gleiche Wurzeln, aber eine 
Differenzial - Gleichung kann nicht gleiche partikulare In- 
tegrale haben, da mehrere gleiche partikulare Integrale nur für 
eines zählen. 

In diesem Falle wird die construirte DifFerenzial-Gleichung 
durch eine andere Function integrirt, nämlich durch 
y=rx v (%x) x , wie kurz gezeigt werden soll. 

Es wird aus y = x* (log xf : 
dy = ac v - l dx(v t {log x) x + X t (log x) x_1 ) ; 
d'y = x^dx'Mog x) x +X t (2v t -l)(logx) x ~ x -f X£og x) x ~ 2 ) ; 
d'y = x" -*dx*(v t (logx) x + X t (Bv, - Bw t + 2) log (x)^ 1 + 

4- BX.iv-lXlog x) x ~* -f l>{log *) x " 3 > 
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Es werden demnach auch hier die untereinanderstehenden 
Glieder durch die Construction : 

X X* X* 

gleichartig, und es treten die Bedingungs - Gleichungen ein: 

Summe der ersten Glieder: 

(1) r,-}-a»' a + 6i', + c = 0; 

Summe der zweiten Glieder: 

(2) X(3v a - 3»', + 2 + 0<2>'i - 1) + 6) = 0; 

Summe der dritten Glieder: 

(3) A 3 (3(,<-l) + a) = 0; 

(4) J a = 0. U. s. w. 

Gleichung (4) giebt: X t = 0 d. h. X . X — 1 . X — 2 = 0 ; 
demnach die Werthe * = 0, Xssl, *=2. 

1) Für A = 0 fallen alle Gleichungen bis auf (1) aus; das 
Integral y = x'(logx) 1 geht in # = £ v über, und Gleich- 
ung ( 1 ): r a -f- ar, 6r, + c = 0 giebt die drei Werthe 
r, aus denen die drei -partikularen Integrale hergestellt 
werden. 

2) Für X — \ bleibt neben Gleichung (1) auch Gleichung (2), 
aber Gleichung (3) fallt aus, da sie A a d. h. X.X—1 

zum Factor hat. Es ist daher auch yz=x*{logxy parti- 
kulares Integral. Da jedoch Gleichung (2) gleich Null 
ist, und zu gleicher Zeit das Differenzial von Gleichung (1) 
in Beziehung auf so kann Gleichung (2) und mit ihr 

das partikulare Integral: y =x % "{logx) t nur dann statt- 
finden , wenn Gleichung ( 1 ) wenigstens zwei gleiche 
Wurzeln hat. Wenn sie hingegen nicht wenigstens zwei 
gleiche Wurzeln hat, dann kann Gleichung (2) nur für 
X = 0 stattfinden, nicht aber für &=1, wie aus der Al- 
gebra bekannt ist. 

3) Für * = 2 bleiben sämmtliche Gleichungen (1), (2), (3) 
bestehen. Die Gleichungen (2) und (3) können aber neben 
Gleichung (1) nur stattfinden , wenn diese drei gleiche 
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Wurzeln > hat, da Gleichung (3) das Differenzial von 
Gleichung (2), und Gleichung (2) das Differenzial von 
Gleichung (1) in Beziehung auf v ist. Also im Falle, 
dass Gleichung ( 1 ) drei gleiche Wurzeln hat , ist auch 
y = x y (logxy ein partikulares Integral; aher auch 
y=zx*{logxy und y = x* sind partikulare Integrale, 
so dass das vollständige Integral wird: 

y = x* O + 0 log x + <£ (% x)*) 

Bei einer Gleichung des vierten Grades gilt daher, wenn 
die vier Wurzeln einander gleich sind, das totale Integral: 

y = x v + J3 %x + & (%x) a + <£ (%x) 3 ) ; 
sind drei Wurzeln gleich, so ist 

y = W + x'» (0 + C log x + <E (% x)') 5 
sind je zwei Wurzeln unter sich gleich, so ist: 
y = x v '(£ -j- jg hg x) -f- x v "(€ + <£ % 0) ; 

sind drei Wurzeln ungleich, so ist: 

y ss JU* + $* v " + * v "' (Ol + € % 

II. s. w. 

Es fällt in die Augen, dass die für eine Gleichung des 
3 ,cn und 4 ten Grades dargestellten Gleichungen ganz analog für 
jede Gleiqhung des Grades gebildet werden, dass überall 
A = 0 ist, dass alle Gleichungen bis auf die erste ausfallen, 
und dass die erste Gleichung eine algebraische Gleichung des 
n ten Grades ist, welche n Werthe von v giebt, aus denen die 
n partikularen Integrale hergestellt werden. Sind mehrere 
Wurzeln v unter sich gleich, so werden die ihnen entsprechen- 
den partikularen Integrale durch die eintretenden Factoren: 
{hgxy .. Qogx)*-i ersetzt 

Die aus der ersten Construction entstehende Differenzial- 
Gleichung des n ten Grades ist daher in aller Vollständigkeit 
und Allgemeinheit zu Ibsen, da die Constanten o, 6, C...Ä, x, 
ganz allgemein bleiben. 
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§ 28. Construction Ii. 

1 

Die Differenzial - Gleichung ist: 

- 

^ , ad'ydx , bd 7 ydx* , cdydx 1 4 

»Vi — h— ^ h — aV^ 4 = o. 

Es bleiben die Gleichungen (2), (3), (4) dieselben, wie in 
der vorhergehenden Ableitung ; Gleichung ( 1 ) hat ein Glied 
weniger, dafür hat Gleichung (5) ein Glied mehr. Es wird 
demnach : 

r.r— l.i — 2.v — 3 + a»\v— l.r — 2-f br.v—l + c»=0;(l) 

l&y.v — l.v—9 + 3ar.v — 1 -f- 2ov-f-c):=0; (2) 

^(ßv.v — l + 3a>- + &) = 0 (3); A 3 (4y + a) = 0 (4); 
(A* — a*) = 0 (5). 

Bestimmt man A aus (5), a aus (4), b aus (3), c aus (2) und 
endlich v aus ( 1 ) , so findet man : X = a (wo et die 4 Werthe 
von a* darstellen soll,) 

a — — 4v; 6 = 6v.r-j-l; c = — 4i'.v-f-l.v-f-2; 

endlich : v.v^l.v~{-2.v-\-3z=0 i so dass die Gleichung 
hervorgeht: 

I)a aus Gleichung r.y-|L-l.v- | L2.r-|-3=rO folgt, dass vier 
Warthe von v genügen: v = 0 , v= — 1, r=r- — 2, v — — 3, 
so entstehen daraus folgende Gleichungen mit den ihnen ent- 
sprechenden partikularen Integralen : 

1) Der "Werth v = 0 giebt die Gleichung : 

d*y— a'ydx^O; Integral: y = e ax . 

2) Der Werth v=— 1 giebt die Gleichung: 

d*y + * dS y dx _ a * ydx i — o ; Integral : y=x~ i e ax . 

3) Der Werth v — — 2 giebt die Gleichung: 

d^ + Ä + l^W-^fo^O; Integral y=rV. 



Digitized by Google 



4) Der Werth i=-3 giebt die Gleichung: 

« y H f 1 1 p a 4 y(ix 4 = 0; 

Integral: y = 

Da die Gesetze der iudependenten Darstellung der n tcn Dif- 
ferenziale allgemein gelten, so ist not h wendig, dass allgemein 
für die n* Differenzial - Gleichung : 

die Gleichungen gelten: i=c (wenn a die nWerthe von u* 

darstellt, die sämmtlich verschieden sind, so dass hier keine 

gleichen partikularen Integrale entstehen können); 

, n.n — 1 , 4 
a = -nr; 6 = x g r.y+1; 

c = — — — -v.y-J-l.r-f-S; ... endlich: 

X . Tb . 0 

=fcv.»-hl.»'-|-2 ... r-f n — 1 = 0. 
Man kann demnach für die partikularen Integrale 

y=e 0 *, y=x- J e«, y«*-*** ... y=raH—»>e« 
die entsprechenden Differenzial- Gleichungen n* 1 " Ordnung ohne 
Schwierigkeit construiren, worauf wir zurückkommen werden. 

§ 29. Co nstruction III. 
Die Differenzial -Gleichung ist: 

Hier ergeben sich dieselben Bedingungs - Gleichungen , wie für 
die vorhergehende Construction, mit Ausnahme von Gleichung (1), 
x* 

welche, da — -ydx n zur Summe der ersten Glieder gezogen 
wird, in folgende übergeht: 

v.v_l. y _2.v— 34-av.i — l.y— 2+frr.r— 1 x« = 0, 

(wenn man bei der Gleichung des vierten Grades stehen bleibt). 
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Daraus folgen die Werthe : a = — 4v ; b ss 6 v ( r -|- 1 ) ; 
c = _4v(r + l)(v + 2); y(v-hl)(r+2)(v + 3)-fx*=:0. 
Eben so wird X ans A,*— o 4 = 0 gefunden, und a soll die 
vier Wurzeln von X ausdrücken. 

Aus Gleichung v{v + l )(v -f 2 ) (i< -f- 3 ) -f x* =0 folgen 
vier Wurzeln r, die, je nachdem v, , v„, v,„, v„„ in a, 6, c 
substituirt werden, vier Werthe von a, b, c geben, so dass die 
folgenden vier verschiedenen Gleichungen hervorgehen: 




mit dem Integral y = a? v, e ox , das die sämmtlichen vier parti- 
kularen Integrale repräsent i rt , da er die vier Wurzeln von 
— o* = 0 darstellt. 



2) <i 4 y+ ^d'ydx+^d'ytä+^ydx*-^ 1 +-~)yete 4 == 0 
mit den vier partikularen Integralen: y = x v "e". 

3) d*y4-^d 3 yd*+^V^ , +^^ i -(a*4-^)^ 1 = ° 
mit den vier partikularen Integralen: y=x*"'e ax . 

4) d V+^d'yrfx+^d Vdx 5 +^ydx , ~(a l +^)^»= 0 

mit den vier partikularen Integralen: y — x*»"c' lX . 

Es hat keine Schwierigkeit, diese Gesetze auf die all- 
gemeine Gleichung n 1er Ordnung auszudehnen, wie auch in der 
vorhergelienden Construction geschehen ist. 

Beispiel. Ist die Gleichung gegeben: 

<Py+^dydx - (a* + £)ydx> = 0 , 

so folgt aus V — or 1 = 0 der Werth A=±a. Aus a-j-2v=0 
folgt: a = — 2v, und aus v.v -{- 1 -J-x* = 0 folgt: 

y= ~ 1± ^ (1 ~ 4x3) , und daraus: a ss 1 zp ]/(! — 4x'). 
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Mau erhält also die beiden Differenzial- Gleichungen: 
mit dem Integral: f/ = # 2 e , und 



d*y 



— 1 — y/(| — 4« 1 ) ±ox 

mit dem Integral : y = x 8 e 

Ist z. B. x*= — 2, so folgen die Werthe: v=-fl, 
»• = — 2 , und die Gleichungen : 

(1) d*y jdydx - (u> - -^jydx 2 = 0 

mit dem Integral : t/ = x*e ; und 

(2) dhj -f i-^ _ _ ^)ydx> - 0 

mit dem Integral: y=x ^ä^**. 

i 

Zusatz 1. Wird gesetzt, so folgt nur ein Werth 

von v, nämlich r = — ±, und nur ein Werth von o nämlich 
°— 1 und y=x~*e~ aX ist Integral von 

Daraus ist leicht zu entnehmen, dass man ganz beliebige in- 
tegrirbare Differenzial - Gleichungen construiren kann, je nach- 
dem man Werthe v wählt. 

Zusatz 2. Wird a J = — 1 gesetzt, also die Gleichung 
construirt : 

^ + -^ + (i-_L)^' = o, 

(was ein besonderer Fall der Bessel'schen Gleichung ist,) 
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so folgt : y = x~~*4* und y = x~h~~ ix und 

y = x-Ke ix + e~ ,x ); — «"".*) i o^r 

y=x~i sin x , y = x~r cos x. Das vollständige Integral ist 

demnach : y — x~ sinx-\-$ cos x). 
(Wenn diess vollständige Integral gewöhnlich als 
2 

y = J/-!-^ sin x -|- cos cc) gegeben wird , so ist die Con- 
2 

stante J/* — völlig überflüssig, da sie ohnehin in % und 0 
enthalten ist) 

§ 30. Paralleliamua der Differonzial-Gleichungen verschiedener 

Grade. 

Die vorhergehenden Constructionen zeigen , dass die 
Coefficienten der Differenzial - Gleichungen ganz bestimmte 
Zahlen -Werthe haben. So giebt die zweite Construction für 

d 2 y+ üdydx -tt a y<fa' = ° nur den Werth n — 2; für 
x 

nur die " Werthe a = 6 , 6=6, (wenn v — — 2 genommen 
wird) u. 8. w. Aehnlich verhält es sich in der dritten Con- 
struction; denn auch hier haben die Coefficienten a, 6, c. 
ganz determinirte Werthe a,, a„, .. 6,, b„, .. &c, die von 
v, A, a, x abhängig sind. 

Will man jedoch die Differenzial - Gleichungen ihrer Lei- 
stungsfähigkeit nach vergleichen, so rauss man sie mit gleichem 
Masse messen. Diess geschieht dadurch, dass man dem letzten 
Gliede X n ydx n die jeder Gleichung entsprechende Zahl von 
Factoren giebt. Gelten z. B. für die Differenzial - Gleichung 
des ersten Grades zwei Factoren , so hat die des zweiten Grades 
drei Factoren, weil sie ein Glied mehr hat, u. s. w., und die 
Gleichung des n ten Grades muss (n -J- 1) Factoren haben. 
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Daraus entsteht folgende Beihe derDifferenzial-Gleichungen: 

d y-( a +-~)^=o; d v i ß m i = °> 

^ + ^ 1 ^+..-(a- + 4 + ^+,.^)y^ = a 

In diesen Gleichungen sind fttr das Integral y = a;V* 
zwei unabhängige Veränderliche y und A zu bestimmen; die 
Gleichung des ersten Grades hat zwei Bedingungs- Gleichungen, 
so dass er und x völlig wiilkührlich und allgemein bleiben; die 
Gleichung des zweiten Grades hat drei Bedingungs-Gleichungen, 
nnd vier Coefficienten : o, c, ß, x; es können demnach in ihr 
nur drei Grössen z. B. a, a, x völlig wiilkührlich bleiben, 
wogegen ß von ihnen und von X und v abhängig wird. Aehn- 
liches gilt von den nachfolgenden Differenzial • Gleichungen ; es 
treten je zwei Constanten 6 und y mehr ein, nnd eine Be- 
dingungs -Gleichung mehr, so dass die Coefficienten a, b, c 
nnd et* und x* ganz allgemein bleiben können, während die 
Coefficienten ß, y> <J . . $ von ihnen abhängig werden, aber 
verschiedene Werthe annehmen, weil die Anzahl der neuen 
Constanten die Anzahl der neuen Bedingungs-Gleichungen über- 
trifft, wodurch es kommt, dass sie unter sich verschiedene 
Differenzial- Gleichungen geben. 

Daraus folgt, dass in dieser Construction keine Gleichung 
höheren, als des ersten Grades gebüdet werden kann, in der alle 
Coefficienten wiilkührlich und allgemein bleiben. Diess war 
ohnehin zu vermuthen, weil keine Diflferenzial-Gleichung höheren, 
al * des ersten Grades allgemein integrirbar ist. Die voraus- 
gehende Deduction gilt zwar nur für die aus xV^ construirten 
Merenzial-Gleichungen; die aus andern Functionen construirten 
j*leichungen haben zwar andere specielle Gesetze der Abhängig- 
«t der Coefficienten; aber im Grossen und Ganzen folgt kein 
^deres Resultat, als diess: dass keine höhere Differenzial- 
^chung, als die des ersten Grades, construirt werden kann, 
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in der sämmtliche Constanten ganz allgemein sein könnten. 
"Wenn man dessenungeachtet Gleichungen mit schlechthin all- 
gemeinen CoefÜcienten integriren will , so wird man zu ganz 
andern Methoden seine Zuflucht nehmen müssen, als zur Me- 
thode der Construction ; man wird aber , was man einerseits an 
Allgemeinheit der Coefficienten gewinnt, andererseits an der 
Allgemeinheit der durchgehend geordneten und zusammen- 
gehörigen Differenzial • Gleichungen aller Grade wieder ver- 
lieren, worauf wir zurückkommen werden. 

§ 31. Construction IV. 

Es wird aus y=x^e lx die Differenzial - Gleichung ge- 
bildet : 

d*y + ad n ~hjdx -j- bd n -*ydx* -f- . . hdydx n ~ l — a n ydx n = 0 , 

d. h. es werden alle letzten, alte vorletzten, alle vorhergehen- 
den Glieder der Differenziale als beziehungsweise gleichartig in 
Summen zusammengefasst. Uebrig bleibt das erste Glied des 

n* n Differenzials, d.h. (v.v — 1 . v — 2.. v — (n — l))x v-n e > " r da; n , 
das gleich Null gesetzt, die n Werthe von v giebt: 

v = 0; v=sl; v = 2 ; .. v = n — 1. 
Die Summe der letzten Glieder giebt die Bedingungs* Gleichung: 
X' + aX^+bfr-' + .M — a«=0. (1) 

Die Summe der vorletzten Glieder giebt die Bedingungs-Gleichung : 
>'(fU— » + o(n— l)A"-»H-...Ä)r=0. (2) 

Die Summe der vorhergehenden Glieder giebt die Bedingungs- 
Gleichung : 

0 . v — 1) (n . n — IX— 9 -f o (n — 1) (n — 2) X n ~ s + . . = 0 ( 3 ) 

und so weiter, bis zuletzt das erste Glied des n ten Differenzials 
übrig bleibt, das, wie erwähnt, gleich Null gesetzt, n Werthe 
von v giebt. 

1) Der Werth v = 0 lässt, da alle übrigen Gleichungen 
v = 0 zum Factor haben, nur die einzige Gleichung zu: 

X n + aX— 1 + bX—* + . . hX — ö- = 0 , 
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woraus die n Werthe von X gefunden werden , welche die 
n partikularen Integrale von der Form xV x , also, (da y = 0 
ist): y = ^ x , y =re X ' x , . . > = e lnZ liefern. 

2) Nun hat aher v nicht bloss den Werth v = 0, sondern 
auch die Werthe: r = l, v=2, r = 3 .. v = n — 1. 

Der Werth v—1 , also das partikulare Integral xV x 
kann aber nicht stattfinden, wenn nicht die Gleichung der 
letzten Glieder wenigstens zwei gleiche Wurzeln hat. Denn 
fUr rsrl fallt die Gleichung: 

,,(ni»-i4-( n - l)al— * + .. ä) = ° 
nicht durch v, sondern, da jetzt v nicht mehr gleich Null ist, 
durch den Factor: 

n*— 1 + (n — l)aX»~ 2 -f . . /» = 0 
aus, und da dieser Factor das Differenzial von 

in Beziehung auf A ist, so können beide Gleichungen nur dann 
miteinander bestehen, wenn 

x* 4- a;.«- 1 + bk*-* -f .. = o 

wenigstens zwei gleiche Wurzeln hat. In diesem Falle hat 
man (n — 1) partikulare Integrale von der Form **e | und 
ein partikulares Integral von der Form arV ,T . 

3) Ferner ist auch v = 2 ein gültiger Werth von v. In 
diesem Falle bleiben die drei Bedingungs - Gleichungen : 

X n -f- oA«- 1 + 6^-8 -f - . . hX — a n = 0 , 

-h a(n — l)A»- a + 6(n — 2)A— 3 + ..Ä)=rO, 

• v — l(n(n — 1)*«-* -j- a( n _ l)( n — 2)A— 3 + . . g) — 0 , 

und wenn sie gleich Null sein sollen, so müssen, da weder i<, 
noch v — 1 gleich Null sind) die Facto ren selbst: 

nl»-i-f a (n — + und: 

n . n - U»~» + a((n __ 1)(n _ 2));»- 3 + . . g 

einzeln gleich Null sein. Weil die letztere Gleichung das 
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Differenzial der vorletzten, und diese das Differenzial von 

X» + a/.»-* + bX*~ * + . . hX + x = 0 

ist, so muss diese Gleichung wenigstens drei gleiche Wurzeln 
haben, wenn die vorhergehenden Bedingungs-Gleichungen gelten 

sollen. Das partikulare Integral x^e , gilt also nur, wenn 
die Gleichung der letzten Glieder wenigstens drei gleiche 
Wurzeln hat. In diesem Falle gilt aber auch das partikulare 

Integral a? 1 ^"; und die Differenzial - Gleichung hat (n — 2) par- 
tikulare Integrale von der Form x°e^ x , ein partikulares Integral 
von der Form x l e^ und ein partikulares Integral von der 
Form x*e* x . TL s. w. 

Der Coefficienten-Bau der Bedingungs - Gleichungen zeigt, 
dass analoge Gesetze für y = 3, r=4 und v=n— 1 gelten. 
Je mehr Bedingungs - Gleichungen in Rechnung gezogen werden, 
desto mehr gleiche Wurzeln muss Gleichung (1) haben, und 
treten alle Bedingungs - Gleichungen ein, so muss Gleichung (1) 
n gleiche Wurzeln haben. 

Hat Gleichung (1) n verschiedene Wurzeln, so ist das 
Integral: 

y = £e x « x -f #eV -f~ <&e l >* + . . «eV. 
Hat sie zwei gleiche Wurzeln Aj^ril,, so ist das Integral: 

y = e x «* + &*) + Ke 1 ** + • ■ • «* X " r - 
Hat sie drei gleiche Wurzeln, X,=A, = A a) so ist das Integral: 
y = e x «*(£ + &x + €s 5 ) + ge*** + . . «e x « r . 

Hat sie n gleiche Wurzeln: X t = X^ = X t = . . Xn, so ist das 
Integral: 

y = + + + • • 

Ueberhaupt ist allgemein das vollständige Integral: 

wenn Gleichung (1) gleiche Wurzeln hat, und zwar (c + l)mal 

die Wurzel X t ) mal die Wurzel A a ; (y-j-l)mal die 

5 
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Wurzel l a , xx. s. w., so dass keinerlei Schwierigkeit bei den 
Gleichungen dieser Construction Übrig bleibt , die demnach 
schlechthin allgemein integrirt werden können. 

Zusatz. Hat Gleichung (1): 

l n + aA— 1 -f- fc/.— 2 -f- . . hl — n = 0 

auch imaginäre Wurzeln, so treten diese paarweise auf, und 
diess ermöglicht, dass sie durch Sinus und Cosinus ausgedrückt 
werden können. Seien zwei imaginäre Wurzeln von Gleich- 
es (1): a~\~ßi, a — ßi , so sind die zwei entsprechenden 
partikularen Integrale: a? v e( ct +. 3, > 1 und 00* Werden 

sie addirt und subtrahirt, so gehen sie wieder nur partiku- 
lare Integrale ; denn bloss die unabhängigen Constanten sind 
im Stande, die einzelnen partikularen Integrale zu trennen, 
wie bekannt ist Es wird 

y t = + e~ $ x ) ; y, = — e~ '>) , 

wofür y^db^x^e** cosßx; = =h tf,^ e ax sin ßs gesetzt 
wird, da die Constanten £ und $ völlig willkührlich sind, 
und einfach db^ statt 2£ und ±0, statt 2i0 gesetzt wird. 

§ 32. Construction V. 

Es wird die Gleichung gebildet: 

d n y + ad»-yfo-f- bd«-*ydx* + . . hdydx n ~ l — x n x~ n ydx n = 0, 

d. h. alle letzten , vorletzten und vorhergehenden Glieder werden 
als gleichartig summirt, endlich wird die Function y, die durch 
den Factor x~ n dx n mit dem ersten Glied des n ten Differenzials 
gleichartig wird, zu diesem gezogen, und bildet mit ihm die 
Gleichung: v . v — 1 . v — 2 . . v— (n— 1) — x n = 0. 

Die übrigen n Bedingungs- Gleichungen sind: 

(1) Summe der letzten Glieder: 

l*+ol*-i + bfr-*+..gV + kl = Q] 

(2) Summe der vorletzten Glieder: 

iijt— » + (n - l)a^-» + (n - 2)6^-» + . . 2gX + A = 0 ; 
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(3) Summe der vorhergehenden Glieder: 

n.n — U— f + (n-l)(n— 2) a*»-»-}-.. 20 = 0; 



nnd endlich die obige Gleichung: 
(»^-1): v.v— l.v — 2..v— (n— 1) — x* = 0. 

1) Gleichung (1) gieht einen Werth A=0, und dieser 
Werth der Reihe nach in Gleichung (2), Gleichung (3).. 
substituirt, giebt: Ä = 0, # = 0, .. c = 0, 6 = 0, a = 0, so 
dass die construirte Differenzial - Gleichung einfach in folgende 

übergeht : d n y — x n x~ u ydx n = 0 mit dem Integral y=x" e 0x 

d. h. y — x*. Die n Werthe von v werden aus Gleichung 
(n-j-1) gefunden, und liefern das totale Integral: 

2) Gleichung ( 1 ) hat ausser dem Werth / = 0 noch 
(n — 1) Werthe von X. Keiner dieser Werthe kann jedoch 
mit Gleichung (2), Gleichung (3) u. s. w. bestehen, so dass 

nach der fünften Construction aus dem Integral y — x s e , ' x nur 
die einzige Gleichung d n y — x n x n ydx n — 0 gebildet werden 
kann, wenn die Bedingung eingehalten wird, dass die Coef- 
ficienten der einzelnen Glieder monomische Factoren sind. 

Beweis. Gesetzt, Gleichung (2) habe ausser A=0 noch 
wenigstens einen gleichen Werth jl mit Gleichung (1), (was 
der Fall sein muss, wenn beide Gleichungen miteinander be- 
stehen sollen,) so sei dieser Werth X-=fi. Gleichung (1) wird, 
wenn der Werth X — 0 durch Division ausfällt, gleich: 

l*- 1 + aX n + bX*-* + . .gl -f- h = 0 
und ein Werth dieser Gleichung sei X — ft. Wird sie mit 
X — /i = 0 multiplicirt , so erfolgt eine Gleichung des nP* Gra- 
des, die zwei gleiche Werthe X=/j. hat. Diese Multiplication 
giebt: 

X* -f (a — /,)* n_l -f (b — a//)>l*-* -f ... (Ä — g f i)X — f*h = 0. 
Da sie zwei gleiche Werthe u hat, so giebt sie diiferenzirt 
eine Gleichung, die noch einen Werth X=n hat und mit 
Gleichung (2) bestehen kann. 

ö» 
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Ihr Differenzial ist: 

,ia»-i+(a-/«X»— W ~*+(b-au)(n- 2)X— s +. .(h-g f t) = 0, 

diess mit Gleichung (2) 

na«-i + a (n — 1)*«-* + b(n - 2)A"- 3 + ../* — 0, 

verglichen giebt: 

- - 1);.-* 4- a{n — 2)JL« - 8 + . . . + 9) = 0 1 

woraus /< = 0 folgt , so dass der vorausgesetzte Werth X = // 
kein anderer ist, als der erste Werth 1=0. TJ. s. w. 

Diess lässt sich auch ohne alle Gleichungen viel einfacher 
auf folgende Art beweisen: Weil die Bedinguugs- Gleichungen 
DifTerenziale von einander in Beziehung auf X sind, so muss die 
höchste: + a*»-' -|- . . gl* + hX = 0 n gleiche Wurzeln 
haben. Nun ist A = 0 eine Wurzel dieser Gleichung, und da 
sämmtliche Wurzeln gleich sein müssen, so sind sie sämmtlich 
gleich Null. 

, § 33. Construction VI. 

Aus der sechsten Construction folgt: 

d"y + ad- ~ *ydx + b<P- *ydx* + . . - (± a« + x*x-»yydx* == 0 ; 

ihre Bedingungs - Gleichungen sind dieselben, wie die vorher- 
gehenden, bis auf Gleichung (1), die in 

(1 ) l n + <U—» + bX*~ 8 . hl =t a" = 0 
übergeht, (da or^d** ala mit den letzten Gliedern der Dif . 
lerenziale gleichartig, 2U ihnen summirt wird.) 

Owül Gleichun g (2) das Differenzial von Gleichung (1); 
leicnung ( 3 ) das Differenzial von Gleichung (2) u. s. w. ist, 

gleich? W g * } ' 80 da8S Gleich ™S (1) lauter 

Wurzeln haben muss. Demnach ist (X — a)» identisch 

mit Gleichung (\\ nnA - , , . n.n-1 1A 
& V*J, und es folgt: a—~na, 6 = 5 « a &c. 

Es ist noch 

v zu bestimmen. — Aus Gleichung: 
v ' v — l.r~2..r-n-l — x n = 0 
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folgen n "Werthe von r, so dass 

y = e+ 5r (äx v > + W + <Ta; v » -f . . ttr v ") 
das totale Integral der construirten Differenzial- Gleichung ist 

Beispiel 1. Ist gegeben: 

d'y =b adydx + — Jt-)^' = 0 , 

so folgt aus V ±al-\- ~~ 0, dass <r* = -^-, a = =b-|-. 

Da x 2 = — 2 ist, so folgen aus v.v — 1 — 2 = 0 die "Wertbe 
y=2 und r = — 1. 

q 

Es ist demnach e 8 (^a?' -f- JÖa? -1 ) Integral von 
d J y — aefydx 4- J 5 ")^' ~ 0 1 

a 

und e * fax* 4" J^* -1 ) Integral von 

d'y + od^fo + (£- Jr)^ 1 = 0. 

Beispiel 2. Ist gegeben: 

d*y + adydr + j(a* -f p-)«/^ = 0 , 

so bleibt Alles , wie im vorhergehenden Beispiel , nur wird hier 
v ans r.v — l-f-{ = 0 bestimmt, (da x 2 =r — | gegeben ist) 
Hieraus findet man nur einen Werth v={, und nur ein 
partikulares Integral x^e~~^° x der Differenzial - Gleichung : 

d 'y + adydx + {(a 1 + ^)ydx> = 0 . 

Das zweite partikulare Integral ist y = e~~* ax :c* so 

dass y = x*e~T ax (,k $ log x) als das vollständige Integral 
der gegebenen Gleichung erscheint. (Das logarithmische In- 
tegral wird aus der Construction : y = x* (logxfe** leicht 
abgeleitet) 

Zusatz. Von den nach der zweiten Methode construirten 
Gleichungen gilt Alles, was von den nach der ersten Methode 
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construirten Gleichungen erläutert worden ist, namentlich dass 
sie die vollständigen Integrale liefern , und dass nur die Gleich- 
ungen des ersten Grades vollkommen unabhängige Coefficienten 
haben, während bei Gleichungen höherer Ordnung einer oder 
mehrere Coefficienten von a* und x" abhängig sind, und zwar 
aus denselben Gründen, die dort erläutert worden sind. 



ß 34. Gleichungen mit weniger als n partikularen Integralen. 

Ganz anders verhält es sich, wenn in Gleichung: 

d*y 4- ad«-*ydx + - (t<» + + + 

der Coefficient a» gleich Null ist, während wenigstens einer 
der Coefficienten ß, y... von Null verschieden ist. Dann ent- 
stehen Differenzial - Gleichungen , in denen wenigstens eines der 
partikularen Integrale fehlt. 

Denn ist a» = 0, so ist die Bedingungs - Gleichung aus 
der Summe der letzten Glieder 

*« + afr-» + W-» + ..0A t + M, = O J (1) 

und hat jedenfalls einen Werth X = 0. 

Die Gleichung der vorletzten Glieder: 
» (nA— i + 0 (n — l)*—t + &(n - 2)A« -• + . . Vgl + Ä) = 0 (2) 
kann nicht mit Gleichung (1) bestehen, wie bei der vierten 
tonstruction gezeigt worden ist. Bildet man jedoch die Dif- 
ferenzial - Gleichung : 

<* n y + °d«-iydx + bd»-*ydx> + ... — (.£.+ *L\yd*>=0, 

\ X X* / 

Uber 86tZt ß ~ tV ' dann geht Gleichun g ( 2 ) » Agende 
KnA*-t + a(n-l)X«-* + bin _2)l«-> + ..2^ + (*-0) = 0, (t) 

I 1 Yl f\ A -wh • * 

8l ch das Glied — -f^-ydx« zur Summe der vorletzten 
Gheder addirt.) Diese Gleichung kann sehr wohl mit (1) be- 
haben. ' Weni g*tens eine Wurzel mit ihr gemeinschaftlich 
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Man sticht nun die den beiden Gleichungen (1) und (r) 
gemeinschaftliche Wurzel. Diese ist, weil Gleichung (3) Dif- 
ferenzial von (r), Gleichung (4) Differenzial von (3) u. s. w. 
ist, die einzige Wurzel von Gleichung (t), welche demnach 
eine reine Potenz (A— ß,) n ~ l sein muss, woraus wieder die 
Coefficienten: a, 6, c ... g, h bestimmt werden. 

Ans Gleichung v.v — l.v — 2..v — (n— 1) — x w = 0 
sucht man die nWerthe von r, woraus man allerdings n par- 
tikulare Integrale erhält, aber für n verschiedene Gleich- 
ungen des n tcn Grades, also für jede nur ein einziges parti- 
kulares Integral. 

Denn in der Gleichung: 

d n y 4- ad nA ydx -\- bd n2 ydx i + . . gdydx«' 1 -f («rar 1 -f xx' n )ydx n = 0 

sind wegen des im letzten Glied enthaltenen Factors v selbst 
n verschiedene Differenzial - Gleichungen enthalten, je nachdem 
einer oder der andere der n Werthe von j' substituirt wird. 
Die übrigen (n — 1) partikularen Integrale werden durch diese 
Construction nicht herausgestellt. — 

Beispiel. Sei Gleichung: 

d*y-\- adydx — (trxr 1 -|- x'a—^ydx 5 = 0 

gegeben, so wird Gleichung (1) folgende: A 2 -f-aA=0; Gleich- 
ung (2 a ) wird: 2 vi -f av — W =.0. Gleichung (1) und 
Gleichung (2 a ) haben eine gleiche Wurzel, die nicht gleich 
Nnll ist ; demnach aus Gleichung ( 1 ) l — — a. Diess in 
Gleichung (2) substituirt giebt < = — a. 

Aus v . v — x 1 — 0 folgt : v — 1 — + 4x ) | woraus 
die beiden Differenzial - Gleichungen folgen: 
d> l ,+ad !f dx+( a V +^V » - »V-»)^ = 0, und 

d>y+adydx+(« 1 + 4 » V' - *>x->)ydx>= 0, 

l-f»/(l+4x») 

deren eine das partikulare Integral : y = er**x * , 
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wa-H»') 

und deren andere das partikulare Integral y — er^x * hat. 

Wird z.B. x*=-r-2 gesetzt, so entstehen die zwei Differenzial- 

Gleichungen : 

d a y + adydx + {2ax~ x — 2*-«) ydx" 1 = 0 , und 
<Py adycte — (ax" 1 -f 2x~» ) ytte' = 0 , 

je mit den partikularen Integralen : y = e -< "a? 2 und y = e-°*x- K 
Die zweiten partikularen Integrale müssen aus andern Operationen 
abgeleitet werden , was bei Gleichungen des zweiten Grades 
keine Schwierigkeit hat 

Bei so construirten Gleichungen treten einige merkwürdige 
Beziehungen zwischen ihnen und ihren integrirenden Factoren tp 
ein, was wir hier übergehen. — 

Bei Differenzial -Gleichungen dritter und höherer Ordnung 
können mehrere der Gleichungen (1), (2), (3).. miteinander 
bestehen, ohne dass Gleichung (2) eine reine Potenz zu sein 
braucht Denn sind im letzten Gliede 

-(£+*+-?■+■■ 

ausser ß noch die Coefficienten y, d . . von Null verschieden, 

so summiren sich JL.. zu Gleichungen (3), (4) .., so 

dass diese nicht mehr Differenziale der nächst vorhergehenden 
Gleichungen sind. 

Die so construirten Gleichungen sind Differenzial- Gleich- 
ungen der merkwürdigsten Art, auf die man auch sonst schon 
empirisch gestossen ist Sie werden hier nicht weiter verfolgt, 
a sich die Untersuchung auf die voranstehenden sechs Con- 
mctionen einschränkt, und einschränken muss; denn fast 
^ messhch wird das Gebiet construirbarer Differenzial - Gleich- 

auch von*!/" 1 ^1 Coefficienten nichfc bloss von y<** n > 8ondera 
° n y dx * 1 « d*ydx n -* . . polynomisch genommen werden. 

smd^so^h P " DZipien der Construction bekannt nnd bewiesen 
at ihre Anwendung auf polynomische Coefficienten 
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der einzelnen Glieder der Differenzial-Gleichungen keine weitere 
theoretische Schwierigkeit, und kann füglich den speciellen 
Untersuchungen überlassen werden. 



IV. 

Construction der Differenzial-Gleichungen aus dem partikularen 

Integrale y = x v e Xx| \ 



§ 35. Construction I. 

Die Differenziale der Function y = x v e* r!1 sind: 
dy = (rx*- 1 + Xfrf + r-^e^dx; 
d*y = (v . v — lx v ~ 2 + k<{2v + ,< - l)x v +^- 2 + 

d'y = . v - 1 . r-2x v - 3 -fA^Kv-f-ju -2)+/<-l . i t/-2)x v -h^-3+ 
+ Vft\S(v + ^ — l)x"+ 2 *- 3 + aVa^ -3 ))^ 1 ^' j 

4-^V^>' a +(2v-h//-l)(»'+//-2)+3(v+ // .l)(i'+2 i t*-3))x v + 2 ! A - 4 + 



d»y = (tu* - » + ... + A»/*»a; v +"0i- l)) e ^dx». 

Das Bildungsgesetz zeigt, dass die ersten Glieder aller 
Differenziale gleichartig werden, wenn man, von d n y ausgehend, 
d*~ l y durch x, d n_, y durch x* ...dy durch x* -1 , und y durch 
x* dividirt, wodurch auch alle zweiten, alle dritten, alle fol- 
genden Glieder aller Differenziale gleichartig werden. 

Ferner zeigt sich, dass alle letzten, alle vorletzten und 
alle vorhergehenden Glieder gleichartig werden, wenn man von 
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d»y ausgehend, d»-*y mit a^- 1 , d»~*y mit ac 2 ^" 1 ) . . . dy 
mit und y mit a^fr- 1 ) multiplicirt. 

Daraas folgen nun wieder, wenn die polynomischen Coef- 
ticienten ausgeschlossen werden, sechs Constructionen von Dif- 
ferenzial- Gleichungen, die denen des vorhergehenden Abschnitts 
analog sind , drei der ersten und drei der zweiten Constructions- 
Methode : 

nd*-*ydx bd*~*ydx* . hdydx n ~ l a n ydx n 
rf^H f- 

II. d n y +°*r^+ h J^^ 

III. d»y -f- ^d" l ydx -f . .-^dydx»* + . .(j^+x^'^ydx» ; 

IV. d»y + aa;rM»-'^x + &x 2 (r 1 )ci»-V« , +---*n«"^" 1 V- En '» 
V. -f axr l d n " l ydx + . .. ÄxC«- 1) Cl*- 1 >dy dx» - » -J- a n x- n y<fce" ; 

VL d»y + ox^-M—'ydx + . . + (a n x— -f x^- 1 ))^». 

Zusatz. Es ist augenscheinlich , dass die erste Construc- 
tion dieselbe Diefferenziai - Gleichung liefert , wie die erste 

Construction aus y = x v e* x , daher auch das nämliche Resultat 
zu erwarten ist, da die gleichen Differenzial - Gleichungen , sie 
mögen aus was immer für einer Construction hervorgehen, auch 
die gleichen partikularen Integrale haben müssen. Denn die 
erste Construction: 

. . ad n - x ydx . bd H ~*ydx % . hdydx n ~ l . a^dx* ft 

dn v + — — T — o? — :+.•: ^n_i +— °» 

giebt als Summe aller ersten Glieder, (wenn die gleichnamigen 
Factoren weggelassen werden,) 

r« + Ul 'n-i + &''»-* + . . äf + a» = 0 , 
woraus n Werthe von v gefunden werden. 

Da nun nach dieser Construction das letzte Glied von d n y 
einzeln gleich Null bleibt , so folgt (l,u) n — 0 , wodurch alle 
übrigen Bedingungs - Gleichungen ausfallen, da sie sämmtlich 
kfi zum Factor haben. Dadurch reducirt sich das partikulare 
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Integral y = x 4 e**' 1 auf y = x* , so dass dieselbe Auflösung 

der construirten Gleichung erfolgt, wie die frühere aus x^e^ 
abgeleitete ist, worauf wir einfach verweisen. 

§ 36. Construation H. 

Die Gleichung: 

erfolgt, wenn alle ersten Glieder der Differenziale , alle zweiten 
und überhaupt alle folgenden Glieder, und endlich das letzte 

Glied von d n y und die mit den Factor x n x n ^~ l ^dx n inulti- 
plicirte Function y als gleichartig summirt werden, woraus 
sogleich (A,«) n -f- x n = 0 folgt , so dass n verschiedene Werthe 
von (A/<) gefunden werden. Wird — x» statt x„ genommen, 
so ist Iii = x, und x mag die n "Werthe von Xft repräsentiren. — 
Die Summe der zwei vorletzten Glieder giebt sodann den 
Werth a; die Summe der drei vorhergehenden Glieder den 
"Werth b, u. s. w., und endlich die Summe aller ersten Glieder : 
r n -\- or n _i -f- bt n — t -j- . . hv = 0 giebt eine Gleichung des 
n**" Grades für r, wenn die in den vorhergehenden Gleichungen 
gefundenen Werthe a , b , c . . . Ä substituirt werden. Das Ver- 
fahren ist ganz dasselbe, wie bei der entsprechenden zweiten 
Construction des vorhergehenden Abschnitts. 

Bildet man der Eeihe nach die zweiten, dritten, ... n ten 
Differenzial - Gleichungen, so findet man: 

1) Für die Gleichung des zweiten Grades: 

ü*y _j_ xV^ - Vydx* = 0, die Gleichungen : 

x 

X f t=sx; a=~-2r — ( fi — l); — v . (v + fi) = 0. 

2) Für die Gleichung des dritten Grades: 
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die Bedingung« -Gleichungen: 

i /i=r x; a = — 3>-3(,<-l); &=3r.(* + /( ) + 3»(,<-l)-r- 
+ Ol - 1) • (2/i - 1) i +/<)• (* + 2^ = 0. 

3) Für die Gleichung des vierten Grades: 

die Bedingungs - Gleichungen : 

a) Aus dem fünften Gliede von d k y in Verbindung mit 
x'x 4 (v—Vydx K folgt der Werth (kp)* — x* = 0 ; A,< = x; 

/?) aus den zwei vierten Gliedern: 4v-f-6/i — 6 -f-a = 0 folgt 
der Werth: a= — 4» — 6(^ — 1); 

y) aus den drei dritten Gliedern (3v + 3{i — 3)(v -f2^ — 3) -j- 
+ (2v +,< — 1)> -f n-2) -f- r . v - 1 + 0(3» -f- 3// - 3)4- 
-j-6 = 0 folgt der Werth: 

b = 6r(r -f /<) + (/i - 1X12' + 11// 7) ; 

S) aus den vier zweiten Gliedern: 

((2* -f /< — l)(f + /< — 2) + r . v — l)(v -f fl - 3) + 
-f-a((2H-/<— l)( v -|-^~2+r . i—l)) + 6(2?+,*— 1) +c=0, 
folgt : c= — (4v. v4- / <.v4-2 > M^-6l'.v4-,<.,<--l4- 
-+-4y.,<— 1.2,*— 1+,,— 1.2,, — 1.3/1 — 1); 

t) aus den vier ersten Gliedern der Differenziale : 

l.r— 2.v— a + ay.v— 1.>— 2-för.r— l+cy = 0, 
folgt die Gleichung: - r.v-f ,4.2,,.? + 3/4 = 0. 

sichtbar 3 d<in letZt6n Gleichnn Sen ist das Fortschreitungs-Gesetz 



§ Fortsetzung. 

Die Gleichungen des zweiten Grades haben die Integrale: 
Gleichung v „VT I • JC nac Wem in der Bedingnngs- 

gesetzt wird -n" Fact ° r V = 0 oder » + 

gegeben r/ ■ , " ist durch die Differenzial-Gleichung 

g S ' ^ ,m letzt - Glied, der Factor enthalten 
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ist) und jl wird aus (jU^rrrx* gefunden und liefert zwei 
Werthe: Ä = x, und A = x a . 

Die dem Integrale y = £e* ,l} * -f- ge* 1 ** entsprechende 
Differenzial- Gleichung ist: 

d* y _ ilLzlldydx — x'Ä- 1 V^te 1 = 0 , 
x 

und die dem Integrale y == £ar~Pe*>** + ga: - tV»** 1 entspre- 
chende Differenzial -Gleichung ist, (wenn der Werth v = — /i 
in die Gleichung des Coefficienten a substituirt wird:) 

d'y + { " + 1)d9dx - = 0. 



X 



In beiden Gleichungen kann // jeden beliebigen Werth 

haben , der durch x*x^P~Vydx* gegeben ist. Von diesem 
Werthe ist der Coefficient des zweiten Gliedes abhängig. 

Beispiel. Ist /< = j, dann wird x 2 ^ -13 = — , und 

da 1/i = ± x ist, so wird X = =t 2x. Wird v — 0 genommen, 
so ist y = e :t2xxT partikulares Integral der Gleichung: 

X X 

Eben so ist für /< = i , wenn v = — /< = — { genommen 

wird, die Function y =x~ ie^ 2 *-" partikulares Integral der 
Gleichung : 

■ x x 
Zusatz. Die Gleichung: 

^ i *y* ****** -o 

ist eine der wichtigsten Gleichungen der Mechanik. Die vor- 
stehende Construction giebt für a bloss die Werthe : \ , \ , und 
andere, wenn man die integrirende Gleichung d*0 zu Hilfe 
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nimmt, Will man aber die Gleichung ftir alle Werthe von a 
auflösen , so muss man andere ( 'Instructionen zu Hülfe nehmen, 
worauf wir zurückkommen werden. Uebrigens kann der Coef- 
ficient x, auch in dieser Construction jeden beliebigen Werth 
haben. — 

Die Gleichungen des dritten Grades: 

haben , da r . (v -}- ft) . (v -\- 2/*) = 0 ist , die Integrale : 

y = e )jr!1 ; y = i-^; y — x~ 2 ^ , 

worin X je drei Werthe darstellt, die aus (Ift) 1 — x*=0 ge- 
fanden werden. 

Die den drei partikularen Integralen entsprechenden Dif- 
ferenzial- Gleichungen sind, wenn die Werthe a und b sub. 
stituirt werden: 

1) für y = 0, also für y = e u? : 

2) für v = — //, also für y = x-^** : 

3) für v = — 2// , also für y =r fit" W** 

Für Gleichungen des vierten Grades ist 

— v . v -f- /< . v + 2/i . v + 3/i =0. 

Die vier Werthe von v in die Gleichungen für a, b, c 
substituirt geben folgende Resultate: 

1) a wird: 6(1—//); 2(3-/#); 2(3+/i); 6(1+/*), 

je nachdem v — O, *=: — //, v=— 2/i, v = — 3// gesetzt 
wird ; 
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2) b wird: (1-/0(7—11//); (1-/0(7+/,); (1 +/,)(7+/i); 

(1+/0 (7 + 11/0, 
je nachdem y=0, v= — /,, i= — 2//, v= — 3/* gesetzt wird ; 

3) c wird: (1— /,)(1— 2/0(1-3/0 j (1 _/0(l-2//)(l +/,); 

(1 -//XI -}-/0(l 4-2/0 ; (1 +/0(1 +2/0(1+3//) ; 

je nachdem v=0, i= — /,, v= — 2//, v= — 3// gesetzt wird. 

< 

Es erfolgen demnach vier Differenzial - Gleichungen mit je 
vier partikularen Integralen (wenn X die vier Werthe darstellt, 
die aus (Xft) A — x 4 =r 0 folgen :) 

1) für r = 0: *, | gil^ | ('-rt('-W' , 

+ -2,0(1-3,,),^ _ „ t J,-l )ydx . = o ( 

mit dem Integral : y ss r** 1 ; 

2) für ,=-„: d>, + W-f'»' 1 * + (1-^7+/.^ + 

+ (l-„).(l-2„).(l+„)d y ^' _ „.^1,)^. = 0 _ 

mit dem Integral: y = x~ tV*** ; 

3) für r= o^ ^'y + ^+^V^ , (l-h^)(7+/QdV/^ | 

+ (1-/0(1+^1+2/0^3 _ ^ 1W8g0< 

mit dem Integral: y r= 2 tV~ riA ; 

4) für v=-3 /( : ^^(l+^^+fl+^V+ll^V^ 

+ (i + e^a + 2/<xi ± »foag _ x . z 4»-i VdJ , „ Q, 

mit dem Integral y = x^e^. 

In allen diesen Gleichungen kann // jede beliebige ganze 
oder gebrochene, positive oder negative Zahl ausdrücken. Sie 
ist übrigens durch die Gleichung gegeben, nämlich durch daa 
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letzte Glied x 4 * 4 ^- 1 )^. Ist diess z. B. ül^fL t 80 ist 
4(/i — 1) — — 1, und |U — ». U. s. w. 

Die Verallgemeinerung dieser Resultate durch Induction für 
jede allgemeine Bifferenzial- Gleichung n Ur Ordnung muss den 
speciellen Untersuchungen Uberlassen werden , deren Aufgabe 
vornehmlich darin besteht, die materiellen Resultate heraus- 
zustellen. 

§ 38. Conatruction in. 

Diese Construction unterscheidet sich bloss im Factor des 
letzten Gliedes von der vorhergehenden, und giebt die Gleichung : 

d»y + ±d»-*ydx+ . . + 5 ^^^ , +(^+^^ 1) )^b"==^ 

Für die Coefficienten a, b . . h entstehen die nämlichen 
Bedingungs - Gleichungen , wie bei der vorhergehenden Con- 
struction; die letzte Bedingungs - Gleichung hingegen wird: 

±v.v + ^.(v + 2 i u)... V + (n-l)| [ i-f-a B = 0, 

(in der + für ungerade und — für gerade Werthe von 
n gilt) Es können daher nicht die früheren Werthe v = 0, 
v == • ■ 8ubstituirt werden, sondern die n Werthe von y, 
die ans der Auflösung der Bedingungs - Gleichung hervorgehen, 
und die von o n abhängig sind. 

Da nun auch die Coefficienten a, b.. h von v, also auch 
von a* abhängig sind, so erfolgen n verschiedene Differenzial- 
. Gleichungen, deren jede n partikulare Integrale hat, die aus 
+ x» =0 gefunden werden. 

Beispiel. Ist gegeben: 

d * y + -~dydx + - n'a^ydx* = 0 , 'so folgt ; 

■ 

1) xVsxVH), woraus /i = -f 2 gefunden wird; 

2) i-.v + ^-^-o, v .v + 2-a 31 y=ldz|/*(14-a a ); 
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3) a — -2v-0<- 1), a = 1 rp 2J/(1 + a 2 ). 

4) 0^-^ = 0, 2A = ±x, *=^-£* 

Ist z. B. er, = — 1 , so wird a = 1 , r = — 1 und 

y = aj~ 1 e lfc2 ist Integral der Differenzial - Gleichung : 

§ 39. CJonstruction IV. 

Die Differenzial- Gleichung: 

d»y+ ax?~ oÄ-^ch-fy/^-f • • + ««a^ -1 V* n =°» 

entsteht, wenn alle letzten, alle vorletzten und alle je vorher- 
gehenden Glieder aller Differenziale und der Function y selbst 
als gleichartig sumrairt werden. _ 

1) Durch diese Construction bleibt noch das erste Glied 
des n ten Differenzials übrig , das gleich Null gesetzt die Gleich- 
ung (I) giebt: v.v— \.v — 2 . . . v — (n— 1) = 0 ; also für 
Differenzial -Gleichungen des ersten Grades (n = l) den Werth 
v = 0 ; für n = 2, (Gleichungen des zweiten Grades), v . v — 1 =0, 
u. 8. w., so daas die Gleichungen des n tcn Grades n Werthe 
von v haben: v = 0, v=l, v=2 .. v = (n — 1). Diese Werthe 

von v bestimmen im Integral y = x* c )j: ' A den Factor x' , der 
demuach x°, x x , x*..x n ~ l sein kann. 

2) Verbindet mau das zweite Glied des n tcn Differenzials 
mit dem ersten Glied des (n — l) ten Differenzials (z. B. das 
zweite Glied des vierten mit dem ersten Glied des dritten Dif- 
ferenzials ,) so erhält man , (z. B. für das vierte und dritte Dif- 
ferenzial die Gleichung : 

M». + (*i + + /< - IX* +(t - 2X* + V - 3)) + ar, = 0) : 

Gleichung (II), die sich, je nach den Werthen von n, für 
v = 0, v=l, r = 2..v — n — 1 in folgende gliedert: 

0 
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Für n = 2 d. h. für Differenzial - Gleichungen des zweiten 
Grades folgen zwei Gleichungen: 

(1) fi.fi — 1 = 0 für v = 0; 

(2) A/<0i+l) + a=0 für y = l. 

Für n = 3 d. h. für Differenzial - Gleichungen des dritten 
Grades folgen drei Gleichungen: 

(1) ft.fi — l./t — 2 = 0 für v=0; 

(2) //./< + 1.// — 1 = 0 für v=l; 

(3) a,«./< + 2./< + l + 2a=0 für v = 2. 

Für n = 4 d. h. für Differenzial - Gleichungen des vierten 
Grades folgen vier Gleichungen: 

(1) p.fe — l./i — — 8ss0 für v = 0; 

(2) p./a+l.p— 1.^—2 = 0 für r=l; 

(3) / u./t + 2./* + l.ji — 1 = 0 für v = 2; 

(4) A/u. ^+3. ^ + 2.^ + 1 + 60 = 0 für v = 3. 

3) Verbindet man das dritte Glied des n*", das zweite 
Glied des(n— 1)*«> ( das erste Glied des (n— 2) ten Differcnzials, 
so folgt Gleichung HI, die sich je nachdem man r=0, v = l, 
r = 2, v = 3 &c. substituirt, in folgende gliedert: 

Für n=3 d. h. für Differenzial -Gleichungen des dritten 
Grades folgen die drei Gleichuugen: 

(1) A V • — 1 ) + alfi (/ 1 — 1 ) = 0 für v = 0; 

(2) AV.3^ + aA//(//+l) = 0 für v=l; 

(3) ;.V.3(/(+l) + aA/^ + 3) + 2/> = 0 für v = 2. 

Für n = 4 d. h. für Differenzial -Gleichungen des vierten 
Grades folgen die vier Gleichungen: 

(1) ;V((7^-ll)( / ,-l))+a;. /< (( l u-l).f / /-2)) = 0 für v=0; 

(2) lV^+l.,«-l)+o^ ( (3,;,«-l)+^-l.«— 2)=0 füri'^1; 

( 3 ) *V\V- 1.^4-1)+o^i(6/i+^— l.ft— 2)+2&«0fÜrr=2; 

( 4 ) *V (7/i + U . 4- 1) 4- a*/<(9&i + 1) + /*— 1 • /' - 2) - 

— 66 = 0 für » = 3. 

4) Aus dem vierten, dritten, zweiten und ersten Glied des 
ft ,e, \ (n-l)««, (n— 2) <c » und (n-3) tcn Differenzials folgt 
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die (IV) Gleichung: die sich z. B. für n=4 d. h. für Dif- 
ferential - Gleichungen des vierten Grades in folgende gliedert: 

(1) *V(6/< — 6) + aVft\3[i — 3) + M//(// — 1)=0 für v = 0; 

(2) k a fl \Q t u — 2) + aAV( 3 /0 + W.«C"-f l) + c = 0 für v=0; 

(3) Vfi\ß f i + 2) + oä V a (3/« + 3 ) + M/'Gu + 3) + 2c = 0 

für v=2; 

(4) Ay(6/i + 6) + tfVffiP + 6) + M*<fo + 5) + 3c =0 

für v=3. 

U. s. w. 

Die Summe aller letzten Glieder gieht endlich eine von v 
freie Gleichung, die demnach für alle n Werthe von v gleich- 
massig gilt. Es ist: 

für Differenzial- Gleichungen der ersten Ordnung: Ai<-J- *, = (); 
für Gleichungen 2*"" Ordnung: {Xfif -\-alfi-\-y 7 ~0\ 
b » 3«« Ordnung : + a(A//) J + + x, = 0 ; 

» 4*" Ordnung : fo,) 1 + a(^) 3 + W|f)' + cft*)+ 

+ * 4 = 0; 



„ n ter Ordnung : (^)« + aß«)»-* + » + 

..4-/^/0 + ^ = 0, 
die durch (N-f-1) hezeichnet werden kann. 

§ 40. Portsetzung. 

Aehnlich werden die der letzten Gleichung vorhergehenden 
Bedingungs - Gleichungen hergestellt, die dann zuletzt auf die 
Gleichungen (IV), (III), (II), (I) führen. 

Da diese Mittel -Gleichungen ohne wesentlichen Einfluss 
auf die nachfolgenden Untersuchungen sind, übergehen wir sie 
hier, und heben nur die folgenden Resultate hervor: 

1) Ist irgend eino Differenzial- Gleichung gegeben, so erhält 
man aus I , die n möglichen Werthe von »■ , nLLmlich 
v=0, v=l, v = 2 . . i' = n — 1. 

2) Die Werthe von // sind durch die Gleichung selbst gege- 
ben : fry ax\ k - l d» ~ l ydx + bx 2 ^~^dhjdx 2 + . . . = 0 ; 
(z. B. d n y -f- ftxd"~ l ydx 2 +. . = 0 giebt ,</ — 2). Diesen 

0* 
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Werth von ft vergleicht man mit den Gleichungen II, 
und welcher Werth von // auch gegeben sein möge, so 
findet er sich in mehreren, oder wenigstens in der letzten 
Gleichung von IL 

3) Aus der Gleichung N + l iL h. aus der Gleichung, die 
ans der Snmme der letzten Glieder hervorgeht, z. B. 
N + 1 = V für n = 4 d. h. für Differenzial - Gleichungen 
vierter Ordnung, sucht man die n Wurzeln von Xu. Sie 
seien x,, x a , x 3 ..x n . Da /< gegeben ist, so ist auch 

A = — , — . . . — bekannt 
fi ft ft 

4) Da Gleichung I und Gleichung N + 1 jede n Werthe je 
von v und von x giebt, so könnte es scheinen, dass für 
jede Differenzial -Gleichung des n t6n Grades mehrere parti- 
kulare Integrale gefunden werden. Da sich jedoch die 
Gleichungen II, III, .. N-fl gegenseitig ausschliessen, 
so kann für jeden gegebenen Werth von /i allgemein 
nur ein einziges partikulares Integral hergestellt werden. 

Beispiel 1. Ist die Gleichung gegeben: 

dhj — Zxdydx + 2x*ydx* = 0 

so giebt Gleichung I die Werthe v.v — 1=0; 

Die Gleichungen II geben: ^ — 1 = 0 für v=0; und 
?.{t(ti-\-l)-\- a= -0 für v=rl Da durch die Gleichung 

<iy — 3xdydx + 2x'<ydx t =:Q /<=: 2 gegeben ist, so ist von 
Gleichung II die erste: /e — 1=0 ausgeschlossen und es bleibt 
nur noch die zweite: ;,„(,, + 1) + a = 0 d . h. 6A + a=0. 

Gleichung III giebt : (X ft y _ B(lfi) + 2 = 0 , woraus 

— 1 und lfi = 2 gefunden werden. Es ist daher * = — 
, t* 

entweder a * 

2 , oder ~, und die partikularen Integrale sind 

möglicher "Weise: und y==xe \*\ 

W«T 6 il j6düch der Werth * «»eh der zweiten Gleichung: 
/^ + 1) + OS = 0 , d.h. 6X + O = 0 f 6*-3 = 0 entspre- 



Digitized by Gc 



I 



85 

chen muss, so folgt ^=-^- als der einzige, allen Gleichungen 

entsprechende Werth; nnd y=xc^ ist das einzige durch diess 
Verfahren hergestellte partikulare Integral der gegebenen Gleich- 
ung. Will man eine Differenzial - Gleichung für das partikulare 

Integral yzrzxe I*' , • so hat man a aus Gleichung 6A -j- a = 0 
zu suchen. Man findet a = — 6, und daraus b = 8, und das 

zweite Integral : y = xe x ist allerdings auch partikulares In- 
tegral, aber für eine andere Gleichung, ein Resultat, 
auf das man auch sonst schon, bei empirischer Behandlung der 
Differenzial -Gleichungen gestossen ist, und als Merkwürdigkeit 
erwähnt hat. In unserm Beispiele ist diese zweite und andere 
Differenzial -Gleichung: d*y — Gxdydx-{-8x'y (1x^ = 0 , die von 
der gegebenen Gleichung: d 2 y — Sxdydx -j- < &x' i <jdx' i =Q ver- 
schieden ist Diess kommt daher, weil dieWorthe (A/<) in den 
Gleichungen III, IV ... V enthalten sind, so dass die mit- 
verbundenen Coefficieuten a, &, c... durch andere Werthe (Xfi) 
selber auch andere Werthe erhalten, wodurch die gegebene 

Gleichung: d n y-\-ax' l - 1 d n - 1 ydx + ..x n x n k~ 1 )ydx n = 0 selber 
eine andere wird. 

Beispiel 2. Setzt man für eine zu bildende Gleichung 
des dritten Grades, v=2 und /< = — 2, so wird nach den 
Gleichungen (II) der Coefficient a gleich Null , und aus Gleich- 
ungen (III) folgt: — 3AV 2 + 26 = 0, also b ss 6A 2 . 

Gleichung (TV) d.h. + a*V + bXfi -f- x,= 0 giebt: 
- — 8A 3 — m 3 + x J= =0; x, = 20A 3 . 

• 

Es ist daher y =r x 7 <t x Integral von 

d 3 y -f- 6A 5 x-«rfi/(ix 8 + 20l 3 x-»ydx = 0 . 

Für verschiedene Werthe von X erfolgen demnach auch 
verschiedene Coefficienten , also verschiedene Differenzial - 
Gleichungen. 
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S 41. Fortsetzung. 

Es giebt jedoch abgesehen von ju = 0, welcher Werth das 
partikulare Integral y=x*, und die schon behandelte Differenzial- 
Gleichung liefert: 

d n y -f- ax- x d n -hßx-\- bx-H^dx 1 -f- . . -f sx~ n i/dx n =0 ; 
noch zwei ausgezeichnete Werthe von /< , nämlich ft = q= 1 , 
welche allgemeine Integrale , also sämmtliche n partikulare 
Integrale einer Differenzial- Gleichung liefern. 

Der eine Werth ist //=1 und hat die aufgezeichnete 
Eigenschaft , dass er unabhängig von v die sämmtlichen n parti- 
kularen Integrale jeder Differenzial -Gleichung giebt. Dieser 
Werth // = 1 führt auf die frühere Function: y — x'e ,JC , und 
auf die Differenzial- Gleichung mit constanten Coefficientcn: 

d n y -\- ad n ~*ydx -+- bd n -*ydx* -f . . sydx» — 0 , 
die demnach als besonderer Fall der allgemeinen Entwicklung 
erscheint. Substituirt man in den Gleichungen I, II, III, IV, 
V den Werth = 1 , so verschwinden für v = 0 die Gleich- 
ungen II (1), III (1), IV (1) von selbst, welcher der vier 
Werthe A/< = x , die aus Gleichung V gefunden werdem , sub- 
stituirt werden möge , so dass die vier partikularen Integrale 

folgen: «*»*, e*» x , c*»*, e*» x . Und hier ergiebt sich allgemein 
dasselbe Resultat, wie bei den Ableitungen aus X*e**> 

Denn sind z. B. zwei Wurzeln x, und x a gleich, (so dass 
nur drei partikulare Integrale folgen würden,) dann zeigt 
Gleichung IV, (2) dass sie, wenn fi = l gesetzt wird, 
das Differenzial von Gleichung V in Bezug auf Ifi ist. Und 
da Gleichung V zwei gleiche Wurzeln hat, so muss die gleiche 
Wurzel auch in IV (2) enthalten sein. Sic gilt daher auch 
für diese Wurzel. Gleichung IV, (2) entsteht aber aus der 
Substitution v — 1 , so dass nun xe /|X das vierte partikulare 
Integral ist. 

Hätte Gleichung V drei gleiche Wurzeln , dann entwickelt 
man aus Gleichung III, (3) auf dieselbe Art, dass auch x*e* ,r 
partikulares Integral ist; eben so bei vier gleichen Wurzeln 
aus Gleichung II, (4) , dass x z e'* x partikulares Integral ist — 
U. 8. w. 
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§ 42. Integration der Gleichung <l " y — JULi/dr* = O. 

sc** 

Der zweite, im vorhergehenden § hervorgehobene, ausge- 
zeichnete Werth von ist /< = — 1. Er macht in Verbindung 
mit v—n — 1 die sämmtlichen Coefficienten a,/>..Ä gleich Null; 
(aus Gleichung II folgt a = 0 , aus Gleichung III folgt 
6=0, &c.,) so dass nur die binomischen Gleichungen übrig 
bleiben : xly -f- x l x~ i ydx = 0 ; d 7/ -|- x i x-*ydx' x — 0 ; 

ci 3 y -f- x 3 x- (s ydx* — 0 ; 1/» -|- x n x~ in ydx n = 0 . 
Die letzte Bedingungs - Gleichung giebt nun der Reihe nach: 

^i + x,=0, (A/,) 5 + x a =0 .. &0 tt + *»=<>. 
Wird (.t = — 1 substituirt , so folgen die Werthe : 

;.— *,=<), A 2 +* a =o, a 3 — *,=o f A 4 -f-x 4 =o..A»±x tt =o, 

woraus die n Werthe von A gefunden werden, die in der aus- 
gezeichneten Gleichung: d n y -f- x n x~ in ydx n = 0 die n partiku- 

laren Integrale y — x nA e * liefern, uud die erfolgen, wenn statt 
X die n Werthe der letzten Bedingungs -Gleichung substituirt 

werden. So ist z. B. für dy + ^r<lx = 0 das Integral 

X 

y = x n - 1 e x , d.h. da n = l ist, (Gleichung des ersten Grades ,) 
y = c z . Für t/ 5 ^ — ^-f (/x 3 = 0 ist das Integral : 3/ = a^-'e * , 

X 

oder da n = 2 ist : ?/ — xe x . 

3 JL 
xu — 

Für d s y + dx 3 = 0 wird y=x 9 e x , und in diesem 

Ausdruck sind drei partikulare Integrale enthalten, den drei 
Werthen A entsprechend, die aus der Bedingungs -Gleichung: 
A 3 — x 3 = 0 gefunden werden. U. s. w. 

Zusatz. Für alle übrigen Werthe von welche die 
Gleichungen liefern: 

/< = 2 : d n y axd*~ l ydx -f bs*d*~*ydx % -f . . -f- sx n ydx n — 0 5 
^4 = 3: d w y 4- ax*d n - l ydx + bxW-hjdx 7 + . . + sx* n ydx n — 0 ; 
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^ =— 2 : d n y-\-aa:- 3 d n - 1 ydx-{'X- 6 d n - i yds i -\-. . -±8x- 3n ydx n =<) ; 

in denen die Coefficienten o, 6, c ... s die ans den voraus- 
gehenden Bedingungs -Gleichungen erfolgende Abhängigkeit von 
einander haben müssen , wird allgemein durch diese Construction 
nur je ein einziges partikulares Integral gefunden. 
Denn da, für jeden Werth von r, Bedingungs - Gleichungen in 
II, III, ..V.. N + 1 » also n, gegeben sind, die für alle 
Werthe von , (mit Ausnahme von u — 1 .) nicht Ableitungen 
von einander sind , so folgt , dass die n Coefficienten der Gleich- 
ung, a, 6, c ... s gegenseitig vollkommen bestimmt sind und 
nicht mehr allgemein bleiben, sondern von einem z. B. von a 
abhängig werden. Ein substituirter "Werth x, giebt also eine 
Gleichnng mit vollständig bestimmten Coefficienten ; ein zweiter 
substituirter Werth x, giebt eine andere Gleichung mit eben- 
falls vollständig bestimmten andern Coefficienten, so dass er 
das Integral dieser zweiten, nicht aber der ersten Gleichung 
liefert, U. s. w. Es folgt daraus, dass die Coefficienten a, 
b .. s der Gleichung: 

d«y -f- ax\"- l d n -'ydx + bx^V-^d^ydx 1 + . . &x n ^~ l \jdx n z= 0, 

nicht willkührliche , sondern aus den Constructionen der Be- 
dingungs -Gleichungen II bis N -|~ 1 hervorgehende Werthe 
sind, und dass selbst für solche construirte Gleichungen nur 
je ein partikulares Integral gefunden wird. Eine Ausnahrae 
bilden, wie Oben bemerkt wurde, die Werthe- = — J- 1 und 
= — 1, welch letzterer in Verbindung mit v = (n — 1), aber 
nur in dieser Verbindung, die binomische Gleichung 

d*y -{- x n x~ in ydx n = 0 

giebt, die sogleich allgemein integrirt werden kann. 

Hier taucht nun das schöne Problem auf, die Methode zu 
finden, aus einem bekannten partikularen Integral die übrigen 
partikularen Integrale einer Diflerenzial- Gleichung herzustellen, 
was man bis jetzt nur für Gleichungen des zweiten Grades 
allgemein zu leisten im Stande ist. 
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§ 43. Construction V. 

Die fünfte Construction giebt die Gleichung: 

d»y + ux^d^ydx + bx 2 r- 2 d*~*ydx* + . . . 

-f Äx< n - 1 )^- 1 %rfx»- I 4-x n a^"yrfx Ä =:0. 

Sie unterscheidet sich von der vierten Construction dadurch, dass 

das Glied x n x~ n ydx n nicht, wie x n x n ^~^ydx n } zur Summe der 
letzten Glieder gerechnet werden kann , sondern als mit dem er- 
sten Gliede von d n y gleichartig mit diesem die Gleichung bildet : 

■ 

v.v—l.y — 2..v — (»— l)-f-x n = 0. 
Die Summe aller letzten Glieder wird dann : 

IM* + afA/O"- 1 + bfa)»-* + . . h{lft) = 0 , 
oder, wenn der Factor A/*=0 ausgeschieden wird: 

(?.,«)«-* 4- a(A//)«- 2 + l>(lt') n - 3 + • • • h = 0. 
Die übrigen Gleichungen der vierten Construction von II bis 
N bleiben dieselben; nur werden in sie nicht die Werthe 

vnO, r = 1 , v = 2 ...>' = n — 1 , 

sondern die aus Gleichung I, v.v — l.v — 2..v— (n — l)-{-x B =0 
folgenden n Werthe von v substituirt , wodurch sich diese 
Gleichungen wieder in zwei, drei, vier ... Gleichungen gliedern, 
je nachdem DilFerenzial - Gleichungen zweiter, dritter, vierter.. 
Ordnung gegeben sind. (Der Factor Xfi — 0 bewirkt, dass 
alle Zwischen- Glieder ausfallen, und nur d n y x n x -n yda; 5 = 0 

übrig bleibt, mit dem Integral y = x*e ,j: , d. h. y = a; v , was 
ohnehin bekannt ist.) 

Im Allgemeinen führt nun diese fünfte Construction zu den 
schönsten und merkwürdigsten linearen Differenzial-Gleichungen, 
die überdiess , abgesehen vom Factor )m — 0, nur je e i n parti- 
kulares Integral haben. Zur Verdeutlichung des weitern Ganges 
werden hier einige sehr einfache Fälle behandelt. 

Ist x n das Product von n ganzen oder gebrochenen Zahlen, 
die sich der Reihe nach um die Einheit unterscheiden, als 
a.a — 1 .cc — 2..a — (n — 1) so hat die Gleichung: 
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v.y— l..v— (n - 1) — a.a — l.a— 2..a — (n — 1) = 0 (1) 
eine Wurzel v — u, wie unmittelbar einleuchtet (Ist daher 
z. B. für Üifferenzial-Gleichungcn des zweiten Grades x, = — 3.2, 
= — l • { i &c. , so ist ein Werth v = 3 , »' = £ &c ) 

Ist ferner 

v.v— 1..» — ( n _i)_i_ a>a _ i... a _( n _«l) =r 0 (2), 

so ist für Gleichungen des ersten, dritten und überhaupt unge- 
raden Grades v= — (« — (n — 1)) eine Wurzel, wie ebenfalls 
unmittelbar einleuchtet. 

Hingegen für Gleichungen des zweiten, vierten, überhaupt 
geraden Grades ist v (a — (n — 1)) eine Wurzel der 
Gleichung : v.v — 1 ... v — (n — 1) — « . a — 1 . . a — (n — 1 ) = 0. 

Die Gleichung (1) giebt demnach für Differenzial - Gleich- 
ungen gerader Ordnung zwei Wurzein: vz=d und 
»• = — (a__( n _ i)) j un( i f ür Differenzial- Gleichungen unge- 
rader Ordnung eine Wurzel v — a. Hingegen giebt die Gleich- 
ung (2) für Differenzial - Gleichungen ungerader Ordnung eine 
zweite Wurzel v — — ( a — {n— 1)). 

Dadurch wird es möglich, Differenzial -Gleichungen ver- 
schiedener Ordnungen herzustellen, die denselben Werth haben: 

— cr( — (n— 1)), und falls auch die Werthe X, fi für sie 
gleich gemacht werden könnten, so gilbe es in dieser Construc- 
tion Differenzial -Gleichungen verschiedener Ordnungen, die das 

partikulare Integral y = scV 3r{ * gemeinschaftlich hätten, was 
liier nicht weiter verfolgt wird. 

■ 

§ 44. Beispiele. 

Sei Cf=n, dann wird — (a — (n — 1)) = — 1 , also 
v =z — 1 1 und für diesen Werth i= — 1 sind für Diffcrenzial- 
Gleichungen zweiter Ordnung die Bedingungs - Gleichungen : 

*) GW 1 + 9(M = 0; 2) A/<(/t - 3) — o = 0. 
A «s 1) folgt: ^=0 und X f i=z — a, und, (wenn die Wurzel 
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— 0 ausser Behandlung gelassen wird), so folgt aus 2) die 
Gleichung: —a(/t — 3) — a==0, fi = 2, 

Für Ditferenzial- Gleichungen des zweiten Grades gilt aber 
auch die Wurzel v — a, also j — n , v = 2 , und für diese 
Wurzel werden die Bedingungs -Gleichungen 

(1) + «(*/<)= 0, (2) ^( /< + 3) + 2a = 0, 

woraus Ift = — a, und — u(j( -f 3) -f- 2a = 0 , // =i — 1 , und 
A = u folgt. 

Für a=n d. h. « = 2 (Differenzial - Gleichung zweiter 
Ordnung) ist x a =->-2.1. 

Für den Werth r = — 1 construirt sich demnach dio 
Gleichung d'*y -f- uxdydx — 2x~ t ydx' 1 = 0 

mit dem Integral: y = x~ l e * . 

(Das zweite Glied der Differenzial -Gleichung wird 

axdydx; denn // = 2 in ax*~*dydx substituirt, giebt diesen 
Werth.) 

Für den Werth r = 2 construirt sich die Differenzial - 
Gleichung : d J y -f- ax-*dydx — 2x hjdx* = 0 

o 

mit dem Integral: y = x*e x . 

(Das zweite Glied der Differenzial -Gleichung wird 

ax-*dydx) denn = — 1 in ax^^dydx substituirt, giebt 
diesen Werth.) 

Man findet fUr jede der zwei Gleichungen nur je ein par- 
tikulares Integral; die zweiten partikularen Integrale werden 
durch den integrirenden Factor qi herausgestellt, und sind: 

y = x~ V 4'"'J x^"**dx ; y = x>e* J*~ V~^x, 
wie eine leichte Rechnung zeigt. 

Für andere Werthe von x 3 z. B. x 7 = — 4.3; x 2 ~ — * . * , &c. 
folgen andere Werthe ,« und A, während der Coeflicient a des 
zweiten Gliedes stets willkührlich bleibt 



Digitized by Google 



Atlgn,.ein sei : v . v - 1 - M t s 0, dann wird v = 2 

l^lingungs- Gleichung aus der Summe der letzten Glieder 
giebt: fA /0 » + «.-/./i) = 0 l A/i = -a; die Bedingungs-Gleichung 
aus der Summe der vorletzten Glieder giebt: 

Ä</(2»' + // — l)+a»=0, 
oder ().u = — a substituirt) : 1 — v — /< = 0 , 

Die Differenzial • Gleichung wird: 

dhj -u ax^dydx - x^-'yc/x' = 0 ; 

mit dem partikularen Integrale 

Es sind zwei verschiedene Differenzial - Gleichungen , je 
nachdem -f oder — genommen wird, und für jede erhält man 
nur ein partikulares Integral, je mit der Zeichen -f- oder — . 



Ganz dasselbe Verfahren gilt für Differenzial- Gleichungen 
dritter und höherer Ordnung. 

* 

§ 45. Construction VI. 
Es erfolgt die Differenzial- Gleichung: 
d Ä y + cuP- l d n -hjdx + bx^-Vd—tydx* + . . . 

Die Bedingung« - Gleichungen sind zusammengesetzt aus 
denen der zwei vorhergehenden Constructionen , und zwar ist: 
(*/O n + a(X.(0 Ä_l + . . h(lu) x n = 0 die aus der Summe aller 
letzten Glieder , und 1 n + a n = 0 , die aus der Summe des 
ersten Glieds des n ten Differenzials und aus a n ocr n dx n hervor- 
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gehende Gleichung. — Die Zwischen - Gleichungen bleiben 
dieselben. 

Beispiel. Es sei gegeben: 

d'y + ax^dydx — (a,*- a + n^-tyyda* — 0 ; 
so werden die Bedingungs - Gleichungen : 

^(2" + /i-l) + av=0; (2) 
v.v— 1 — o, = 0. (3) 

Aus Gleichung (1) folgt: 2(l/i) = — a ± J/(a* + 4x a ) ; 

Aus Gleichung (2) folgt: *M = 2 p + ^-l t 

Aus Gleichung (3) folgt: 2v = 1 ±|/(1 + 4a 3 ). 

Die aus Gleichung ( 1 ) und ( 2 ) folgenden Werthe X(.i 
müssen Ubereinstimmen, woraus die brauchbaren Werthe X ab- 
geleitet werden. 

Ist z. B. x a = 6a*, orj=2, dann wird aus (3) gefunden: 
y = 2, v = — 1, und aus (1) A44 = 4-2a, Xft = — 3a. EUmi- 
nirt man Xfi aus (1) und (2), so folgt: 

— 1 ±5 = ~~ 1 , also 4 — und — G = 



~i+/<-i 

2v 2* 2v 

woraus (/< — 1) = , und (ft — 1) — — gefunden wird. 

Da v selber zwei "Werthe hat, v = 2 und i» = — 1 , so er- 
geben sich folgende vier Gleichungen: 

//— 1 = — V (für v = 2); 
44-1 = + 1 (für v = -l); 
44 — 1 = - V ( f ur >' = 2); 
44 — 1 = + | (für y=-l). 

Diese Werthe in 2A/4 = 0 ~ 2aV , A = 



2^4-44 — 1' (2*4-44-1)44 

substituirt geben: 

1) X = _~(fur 44-l = -5, und >=2); 
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2) A= + i^-(fUr p — ls+'ti und » , = - 1 )5 

3) A = + -~(flir p — ls- V, und v = H-2); 

4) A = --^(für ^-1 = + I» *nd v = -l). 

Es sind daher zusammengehörende Werthe: 

1) ;.=— ^, — 1 = — 5, « = -4 nnd v = 2; 
Gleichung : d'y + ax~*dydx - (2a;- 2 + Gar ,0 )y(Zx a = 0 , 

Integral: y-z^x^e 2 

2) .«—i=i, « = l, >=— 1; 

Gleichung : d 2 t/ -f ax^dydx — (2x~ 2 + Gx 5 )i/ria: 2 = 0 , 
Integral: y = x e 7 ; 

3) ft-lss-y. , v=2; 
Gleichung : d 8 y -f- aar - Wt/dx — (2a?" 2 + Qx-")ydx 7 = 0 < 



T 



Integral: y = xV ; 

4 ) -g-i « — i=i, «=f, »——i; 

Gleichung: d*y + axldydx — (2x~ 2 + 6xV)yda; 2 r=0, 

-1 -1 X T 

Integral: j/ = a; e 

Wie die Ahleitung zeigt, erhält mau dnrch diese Con- 
struction nur je ein partikulares Integral jeder Diflferenzial- 
Gleichung. 

Zusatz 1. Es hält nicht schwer, diese Gleichungen 
ans : dhj -f- ax'^dydx— (« 2 ar- 2 +x i x 2 b-V)ydx* = Q allgemein 
z u construiren. Der Exponent in x' ist durch cr a bestimmt, 
"«d umgekehrt durch r, wenn a? v gegeben ist. Ebenso ist 
tri durch a und v bestimmt. Ist nicht der Coefficient o, sou- 
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dem der Exponent t u — 1 in £MB^ — 1 d* -, yd« gegeben, was wohl 
häufiger der Fall sein wird, so ist a von ft und v abhängig 
nnd wird durch sie bestimmt. 

Zusatz 2. Es ist klar, dass für Differenzial - Gleichungen 
höherer Grade , die aus dieser Construction folgenden Lehrsätze 
so umfangreich werden, dass sie nur durch specielle Unter- 
suchungen über besondere und einzelne Classen von Differen- 
zial -Gleichungen zu bewältigen sind. — Hier genügt es, die 
Grundzüge der Methode zu geben , und den "Weg der Forschung 
zu bezeichnen; das Uebrige fallt, wie überall, den besondern 
Untersuchungen anheim, deren Aufgabe es ist, die materiellen 
Resultate der Wissenschaft zu sammeln und zu vermehren. 
Und somit schliessen wir diesen Abschnitt. 



V. 

Weitere Ableitungen von Differenzial - Gleichungen aus den 
Functionen y=x e und y=x e \ 

§ 46. Ableitungs- Methoden. 

Die nachfolgenden Untersuchungen werden nicht um der 
Resultate, sondern um der Methode willen geführt, auf dass 
kein Weg der Forschung unversucht bleibe. Es sind dadurch 
für die späteren , mehr energischen Integrations - Methoden 
Materialien , d. h. formulirte Probleme zu gewinnen , von denen 
einige aufgenommen und behandelt, die übrigen aber den spe- 
ciellen Untersuchungen überlassen werden, denen nun die Wege 
reichlichster Combination geöffnet sind. Von einer Erschöpfung 
der hier zu gewinnenden Lehrsätze kann ohnehin niemals die 
Rede sein. 

In den Constructionen des 111. und IV. Abschnitts haben 
sich Differenzial-Gleichungen ergeben, die, obgleich verschiedenen 
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Ordnungen angehörend, doch ein und dasselbe partikulare In- 
tegral gemeinschaftlich haben. So hat sich z. B. im III. Ab- 
schnitt , Construction II , § 28 ergeben , dass aus der Function 

y=x y 'e kx für v = 0 die allgemeine Gleichung gebildet wird, 

d n y — x H ydx n = 0, mit dem Integral: y=e xX , und zwar all- 
gemein, was für ganze positive Zahlen für n gesetzt werden 
mögen. 

Eben so findet für v = — 1 die Gleichung statt: 

n e* x 

d n y-\ d*~ x ydx — x n ydx n = 0 ; Integral: y= — ; 

x x 

e xx 

Für v = — 2, Integral: ysr—j-, findet die Gleichung statt: 

d«y +*Ld«-iydx 4- 2 ' \ " 2 " 7 1 d«->ydx'—x*ydx* = 0 ; 

e xx 

Für v = — 3, Integral: yz= — r , findet die Gleichung statt: . 

iE 

+ 3,2 T27 ä 1 x"~ 2 d --^ , -^= 0; &c - 

Vergleicht man diese Differenzial- Gleichungen vom ersten 
bis n ten Grade, so stellen sich Gruppen von Gleichungen her- 
aus, die dasselbe partikulare Integral haben: 

Erste Gruppe: v=0; Integral: yrrre**; Gleichungen: 
d n y — x*ydx* — 0 ; d n ~ l y — x n ~ 1 ydx n ~ l — 0 . . . 
d?y — x i ydx 1 =0; dy — xydx = 0; y — y — O. 

e %x 

Zweite Gruppe : v — — 1 ; Integral : y — — Gleichungen : 

x 

d»y 2-d*-*ydx — x»ydx* = 0 ; 
x 

d»- i y+ 1 ^^^»-*y(te*--x»- i ydx»- i ==:0 ] 

2 

d*y -| dydx — x^ydx 1 = 0 ; 

x 

dy -\--2-dx — xydx = 0; y — y — Q. 
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Dritte Gruppe: v= — 2; Integral: y=— s-; Gleichungen: 

x 

2 n ii n 1 

d n y d n ~ y ydx -\ '■ — ^ — d n ~*ydx 2 — x n ydx n — 0 ; 

X X 

d»-»y + «yda: + n ~ 1 '^" 2 d n - s ydx i - x^ydx^ ss 0 j 



2.2 2 

d 8 y H — dt/da; -j r.ydx 1 — x 9 ydx 2 — 0 ; 

x x 

2 

dy + ~ydx — xydx = 0; y—y — O. 

Auf ähnliche Weise werden die vierten, fünften und n tcn 
Gruppen solcher Differenz»! - Gleichungen herausgestellt 

Es liegt nun der Gedanke nahe, diese Gleichungen von 
gleichen partikularen Integralen zu combiniren, und dadurch 
neue Differenzial - Gleichungen jeder Ordnung zu bilden, die 
mit ihnen die nämlichen partikularen Integrale gemeinschaft- 
lich haben. 

Diess kann auf zweierlei Art geschehen. 

1) Die Gleichungen werden durch Multiplication mit ent- 
sprechenden Factoren gleichartig gemacht, und dann zu 
einer einzigen neuen Gleichung summirt. 

2) Es werden aus zweien oder mehreren dieser Gleichungen 
ein oder mehrere Glieder eliminirt, welche die Function y 
und Differenziale von y enthalten , wodurch ebenfalls neue 
Gleichungen gebildet, u i^l beziehungsweise auf Gleichungen 
niederer Ordnung zurückgebracht werden. 



§ 47. Erste Methode. Bildung neuer Gleichungen durch 
Summirung gegebener Gleichungen. 

1) Wählt man zuerst die voranstehenden Gleichungen der 
Construction II der Function y~x y e ,x , und zwar z. B. die 
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zweite Gruppe des vorhergehenden §, so entsteht, wenn man 
die auf einander folgenden Gleichungen der Reihe nach mit 
adx , b dx 7 ,..s dx* multiplicirt , und dann summirt, die Gleichung : 

d n y + (o + ^jd^ydx + (b 4- q(W ~ 1) ) dw ~W + 

— (x* -f- ax n ~ x -f ox n ~ 8 -f . . . 4- rx + 8)ydx* = 0. 

Wird nun z. B. das letzte Glied gleich Null gesetzt, so 
folgen aus der Gleichung : 

x n -f- ax n ~ x + 6x"- 2 + . . . rx -}- s = 0 , 

die n Werthe von x, die in y = suhstituirt die n parti- 

kularen Integrale der Gleichung: 

d«y + (a+^d«-*ydx + . . .(r4-~)^dx«-'4-(s-h^rfx»==0 
liefern. 

Ist z. B. n = 2, a = — 3, 6 = 2, so gieht die Gleichung 
x* — 3x + 2 = 0 die Werthe x = l, x = 2; und 2/=—» !/=— 
sind die zwei partikularen Integrale der Gleichung: 
dhj - (3 - ^)dydx 4- (2 - = 0. 

Zusatz. Schwierigkeiten entstehen nur, wenn die Be- 
dingungs - Gleichung : 

x w -j- ax n ' 1 -j- ix*-' -f- • • rx -j- * = 0 
zwei oder mehrere gleiche Wurzeln hat. 

So erfolgt z. B. aus der Diiferenzial - Gleichung : 
d 7 y + (^r~ Qjdydx 4- (9 — -^-)y<& 8 = 0 

die Bedingungs-Gleichung : x a — 6x 4~ 9 = 0 , welche zwei gleiche 
Wurzeln x = 3 gieht. 

Das eine partikulare Integrale ist nun y — x-~*€?* t das 
andere ist y = c 3 *. 
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Eben so erfolgt aus der Differenzial - Gleichung : 
d*y + (~ -f- ^jdydx + (9 + ^)yda? = 0 

die Bedingungs- Gleichung: x a -|- 6x -|- 9 = 0 mit zwei gleichen 
Wurzeln x= — 3. 

Das eine partikulare Integral ist: yrrx-V -5 *, und das 
andere : y = e -Sx , so dass in diesem Falle die zweiten parti- 
kularen Integrale aus der Gleichungsgruppe für v=0 gefunden 
werden. Aus Analogie ist zu schliessen, wie sich diess allge- 
mein gestalte, was wir jedoch hier nicht weiter verfolgen. 

2) Verbindet man die Function y = a? v e )x z. B. in der 
II. Gruppe für v — — 1 mit ihren zweiten , vierten . . . 
2 n ten Differenzialen, so erhält man aus: 

2n 

&» y _| d^-iydx — x 2 «ydx 2 » =0, 

• x 

d ? "- S i/ + ( 2n — 2 ) rf»n-3 y( fc Jn-iyfatn-* Q j 
X 

d*y +^Ldx —x*ydx* = 0, 

x 

y - y =0, 

einerseits die Gleichung: 

+ 6d«-' y d»' + (2n - 4)td '°"V + ... 

andrerseits die Bedingungs -Gleichung: 

x 2« _|_ öx 8«-8 & x 8»-4 4..., mx 5 -f r = 0 , 

aus der die n quadratischen Werthe von x gefunden werden , so 

dass sowohl y=a;- 1 e+ xx als yssar" 1 « - *• Integral der con- 
struirten Gleichung ist. 

7* 
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3) Verbindet man die ungeraden Differenziale der näm- 
lichen Function, so erhält man aus 

x 

d *n -ly + 2n ~ 1 d 2 "- a y(ia: - **■ - »yd* 1 » - 1 = 0 ; 

d a y -x'ydx 8 =0; 

<fy +^ — xycfcr =0; 

einerseits die Gleichung: 

und andrerseits die Bedingungs - Gleichung : 

x 2« + 1 _j_ ox t«-i _j_ fc x s«-s ^_ , , gx * + hx — 0 , 

aus welcher x = 0 und überdiess n quadratische Werthe von x 
als Wurzeln gefunden werden. Der Werth x = 0 giebt das 
partikulare Integral y — x~ l , das demnach, gleich den übrigen 
2n Wurzeln, der construirten Gleichung genügt, und in Ver- 
bindung mit ihnen das totale Integral giebt. U. s. w. 

§48. Zweite Methode. Bildung neuer Gleichungen durch 
Elimination gemeinschaftlicher Glieder. 

Eiiminirt man z. B. aus den beiden Gleichungen der zweiten 
Gruppe: d*y + * d *~ iydx — x»ydx» =0, 

SC 

d »- y + n-ld-»ydx _ „._^_, = 0i 
die letzten Glieder: * n ydx* und ^-'j/dx"- 1 ; so erhält man: 
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und setzt man d n ~*y — zdx«-* , so folgt die Gleichung: 

d 2 z - (x — ~)dzdx — x(n ~ X) ^ = 0. 
V x) x 

d n ~hi 1 / e xx \ 

Ihr partikulares Integral ist: z = — "^7^7^* )' 

/ 3 \ 2x 
Ist z.B. d*z — [x )dzdx zdx* = 0 gegeben, so ist 

\ X / X 

»=3 rmi S dx = d(^) = (j^l_-^.)<ix, 

8190 *=l- — -&■)• 

Man kann sich durch Differenzirung leicht tiberzeugen, 
dass diess ein Integral der gegebenen Gleichung ist 

Eliminirt man aus den beiden Gleichungen: 
nd n — ' y 

d n y H —dx — x n ydx* = 0 , 

die Grösse y, so erhält man: 

d*y + - xhi«-'ydx* - *' (n ~ 2 V ->fo 3 = 0 1 

oder wenn d n ~ s y = zdx n ~ 3 gesetzt wird: 

d» z + — d'sdr — x'dsdx' — X ' (W ~ 2 W = 0, 

„it de m mtegral a = -^ = -^-(i^). 

Verbindet man Uberhaupt die Gleichungen des n* 11 und 
des (n — r)*"» Differenzials , so erhält man durch Substitution 
von z eine Differenzial- Gleichung des (r-f l) tcn Grades mit 
4 Gliedern, so dass, wenn r;>2, die zwei ersten und die zwei 
letzten Glieder in der Gleichung enthalten sind, mit den Fac- 
toren: dH" 1 *, d r z, dz, z. 
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Zusatz. Nimmt man drei Differenzial - Gleichungen , so 
kann man zwei gemeinschaftliche Glieder eliminiren ; und nimmt 
man überhaupt p zusammengehörige Differenzial - Gleichungen, 
so erhält man eine neue Gleichung, in der (p — 1) Glieder 
eiiminirt sind. Z. B. comhinirt man die drei Gleichungen: 

d* y -j- ly dx — x*ydx» sO, 
* x 

n — 2 

d n ~ 3 y -J- d n ~*ydx — x^ydx*- i = 0, 

x 

so können zwei Functionen, z. B. y und d n-2 y, oder y und 
d n_1 y, &c eiiminirt werden. Führt man z. B. die letztere 
Elimination durch, so geht die Gleichung hervor: d n y — 

-(^«. 1 )^4)(,^)) d . w -(«(«4)^)^vx'=o. 

Wird d n ~ s y = zdx n ~ 3 substituirt, so erfolgt: 

ä>>.(^i } {,-»-) (»-^)H.-,(x4)= 

Ist nun z. B. n = 4, so ist zdx = dyz= d(^r^ > oder 
a= 5- Integral der Gleichung: 

TJ. s. w. 

■ 

§ 49. Fortsetzung. 
Nimmt man die dritte Gruppe der Differenzial-Gleichungen, 

e xx 

mit dem Integral y sa -^5-, worin also v = — 2 ist : 

. , 8«d»-Vtfe , 2.1.n.n — ld— fyfo:* . , n n 

d y + — x + — 1T2 1 * ^ = 0 ' 



-2 . . A 
— 0. 
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so ist einleuchtend, dass wenn die Gleichungen von d n y an 
bis y — yz=0 summirt werden, das erste Glied der neuen 
Gleichung einen monomischen Factor hat , und einfach d n y ist, 

dass das zweite Glied den binomischen Factor a-f- — i und 

x 

dass alle nachfolgenden Glieder trinomische Factoren von der 
Form : ( a + "~~ + naDen - 



Bei der vierten Gruppe der Differenzial-Gleichungen , deren 

Integral y = — r , worin also v =r — 3 ist , hat das erste Glied 
der neuen Gleichung einen monomischen Factor, das zweite 
einen binomischen von der Form: (a -f- t das dritte einen 

trinomisehen von der Form : ( a + — 4- ) , das vierte und 

V x x / 

die folgenden einen viergliedrigen Factor von der Form : 

_j_ £. HL _|_ Analoge Gesetze gelten für v = — 4, 

v=r — 6, j> = — (n — 1). Sind daher Gleichungen vom ange- 
deuteten Coefficientenbau zu con8truiren, so müssen die Gruppen 
von Differenzial-Gleichungen gewählt werden, die diesem Coef- 
ficientenbau entsprechen. 

Aehnlich verhält es sich mit den Gleichungen, die nach 
der zweiten Methode durch Kliminirung gemeinschaftlicher 
Glieder gefunden werden. Eliminirt man z. B. aus zwei 

Gleichungen der dritten Gruppe ^vom Integral y = -i-j- ^ 



d n y ^ d«- l ydx -j '■ — 5 d n -'ydx 2 — x n ydx n = 0 , 

x x 

d n-i y+ gfezlk»-^ + n - l ' n - 2 d*->ydx*-*»->ydx*-^0, 
X x 

eine gemeinschaftliche Function, hier d n_, y, d n ~ 2 y, y, also 
z. B. y, so erhält man folgende Gleichung: 
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_ y( n-l)(»-2) dn ., y(fa; , =0| 

X 

wofür die Gleichung eintreten kann: 

_ x( »-iH B -2) a(fa , =;0 

X* 

Ihr Integral ist : z = = .^-^n-s^ j , wie au8 

der Constmction von selbst folgt. U. s. w. 



§ 50. Ableitungen aus der sechsten Construction. 

Diese Construction giebt die Differenzial - Gleichung : 
d n y -f- ad n - l ydx+ bd n -*ydx'*+ . . mdydx n - l +(s+x n x- n )ydx n =:0, 
und es gelten die folgenden Gleichungen: 
d nA y +a l dy n -*dx-b l d«- 3 ydx' 1 .. m i dydx nl -\-is l -]-x n . l x< nl ))ydx nl =0 1 
d»-» y + ajy*- *dx + 6 a d"- 4 dx J -f . . m a dydx"-» -f 

+ (*, + *n- tx-^ydx«-* = 0 , 



d*y -f a» - s d 7 ydx + b^dydx" 1 -f (s n _ 5 + * 3 x-*)ydx 3 — 0 , 
d*y + On-idydx + (s n _ 8 -f- x,a;- 8 )ydx* = 0 , 
a n - x ydx + (s w _i x,*- 1 )^* = 0 , 

y -M*» + *o :B ~ 0 )y= 0 > 

in denen die Coefficienten a, a,, a,,..a,»_i; 5, 6, , & a ..6 n _3und 
...m, m t , ro a ..s, aus x* -t-v.* — 1.. v — (n— -1) leicht 

zu bestimmen sind. 

Construirt man daraus Gleichungen von der Form : 
d*y + (A 4- ö)d B -'ydr -f (J? -f- .4a, -f b)d»-*ydx 2 ... — 0 
so sind die Coefficienten aller Differenziale constante Grossen, 
bis auf den Coefficienten des letzten Gliedes, der nach sicht- 
baren und aus den voranstehenden Gleichungen abzulesenden 
Gesetzen gebildet wird. 
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Construirt man aber die Gleichung: 

d«y +(a + Ax- l )d*-*ydx + (6 + Aa t x~ x + Bx-*)d*-*ydx 2 + . . 

so ist das Bildungsgesetz klar und der Coefficient von y ist: 

(s 4- As t x- X + J3s,x-» + . . . Ms«-,*-^- 1 ) + Ä^*-» -f 
-h (x„ + ^x„_! + ßx„_ 2 -f . . . H- JV)f 0 )x-») , 

wo man z. B. -4, B..M, N so wählen kann, dass 

x« + -<4x n _i 4- -Bx»_s 4- . . 3fx, 4- Nx 0 = 0 wird , 

eine Gleichung des ersten Grades mit mehreren Unbekannten 
A, B, C..., die unzählig viele Auflösungen zulässt, also auch 
unzählig viele Diffcrenzial-Gleichungen liefert, d. h. eine relativ 
allgemeine Differenzial - Gleichung , in welcher nur eine der 
Grössen A, B, C M, N durch die übrigen bestimmt ist, 
während die andern willkührlich , d. h. allgemein bleiben. 

Beispiel. Nimmt man für x v e die Grösse v beliebig, 
z.B. v = — 2, so wird, weil für die Gleichung des n ,en Grades 
r.r — l.v — 2..v — (n — l)4-x n = 0 ist, für die Gleichung des 
ersten Grades: x, 4-^ = 0, x, = 2; für die Gleichung des 
zweiten Grades: x^-\-v.v — 1=0; x, = — 6; für die Gleichung 
des dritten Grades: x,-{- r.v — 1 .v— 2 = 0, x,t=-}-24, u.s.w. 

Für die Gleichung des dritten Grades wird ferner: 

;. 3 + 3aA'4-3oU + if3rrrO, also «3 = 0', 

(und allgemein s H — a n ), weil diese Gleichung eine reine Potenz 
sein muss, und nur eine Wurzel, A4~« = 0 haben darf. Nun 
gilt aber auch die Gleichung: A 3 -\-aX 3 + bl+ « = 0. Daraus 

folgt: a~— ; 0 = 3^ = —, s 3 = -^-. 
Die Differenzial - Gleichung : 

d*y 4- adhjdx + bdydx* + (s, 4- xx-*)ydx s = 0, 
wird demnach folgende: 

d'y 4- ad V* -f- ^dydx* 24x-3^da: 3 = 0 , 

mit dem partikularen Integral: y=-af'e~* x . 
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Bildet man nun eine Gleichung des zweiten Grades, die 
dasselbe partikulare Integral haben soll: 

d 7 y + ^dydx + (s, + x^xr^ydx 1 = 0 , 
so folgt aus: * 2 -f- 2«>l + s, = 0 der Werth: «, = <**. 

Da auch die Gleichung gilt : l* + a, 1+ s, = 0, so folgt : 
o,=2a, und da a (der Coefficient von d 7 y in der Gleichung 

2 . a' 
des dritten Grades) gleich 3a ist, so wird a,=ya und 

Die Differenzial- Gleichung ist demnach: 

rf'y + ■| arf y rf * + (t 6x "*)y (iJ?l = 0 

mit dem partikularen Integral: y=x~VT z . 

Für die entsprechende Gleichung des ersten Grades: 
dy -+-(«, + x I x- | )ydx = 0, wird A + «,=<), also s, = |-; x, = 2, 

demnach dy -f -\- ~-}ydx = 0 , eine Gleichung, die ebenfalls 

das partikulare Integral yz=x~*e~J hat. 
Will man nun die drei Gleichungen: 
d'y + adtyte + ^dydx* + (|J"r- 24*-»)j/cte» = 0 , 

+ \<*dydx + 6ar-*)yd»» = 0 , 

*+(t+t)'* I " s0 ' 
auf die zuletzt angegebene Weise combiniren, so zwar dass 
x a -f-Ax a + B Xl gleich Null wird, so folgt die Differenzial - 
Gleichung: 

d '" + (• + 4>V* + d + + + 
+127 + -gj+wj^ =° 

mit dem partikularen Integral: y = aT 8 e — * x . 
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Die Gleichung : x 3 -f 4" B*t = 0 giebt : 
24— 6J-|-2J5 = 0, woraus B = 3A — 12 folgt 4 bleibt 
daher wilikührlich , d. h. allgemein. Setzt man z. B. A = 2, 
so wird 2?=~- 6; die Differenzial - Gleichung wird: 

">+(<»+ J>v*+(f +£- 

mit dem partikularen Integrale y = afV~T x , wie man sich 
durch wirkliche Ausfuhrung der Operationen leicht überzeugen 
kann. 

Es hält nicht schwer, die gegenseitige Abhängigkeit der 
Grössen a, o,, et,...; 6, 6,, 6 a ... x,,x, .. s a ... allge- 
mein herzustellen, was besondern Untersuchungen über diese 
Function überlassen bleiben kann. 

< 

Zusatz. Man kann auch hier wieder, wie in den vor- 
hergehenden Fällen aus je zwei Gleichungen die Function y, 
aus je drei Gleichungen y und dy u. s. w. eliminiren, und dar- 
aus Differenzial - Gleichungen von niedrigerem Grade bilden. 

Eliminirt man z. B. aus 

d>y + ad'ydx + ^dydx* + + 24ar-»)yd*' = 0, 

d 2 y -f \adydx + 6x ~ 8 )^' = 0 1 

die Function y, so erhält man eine Gleichung von der Form: 

X^y -f X 2 d*ydx -f X 3 dydx* = 0, 
die durch die Substitution dy = i&dx auf eine Gleichung des 
zweiten Grades zurückgebracht wird. Und so können beliebige 
und fruchtbare Umwandlungen der Differenzial -Gleichungen 
ausgeführt werden. 

§61. IHfferenzial - Gleichungen aus dem partikularen Integrale 

Nach Abschnitt IV, § 36 werden in der zweiten Con- 
struetion Differenzial - Gleichungen verschiedener Ordnungen 
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gebildet , die , je nachdem >• = 0 , v sr — (t , r = — 2.« , . . gesetzt 

wird , die partiknlaren Integrale y •=■ e , y = as *e , 

y = x ^e"* 1 gemeinschaftlich haben. Daraus werden 

wieder Gruppen von Differenzial - Gleichnngen mit identischen 
Integralen zusammengestellt, und ans ihnen neue Differeuzial- 
Gleichungen gebildet; sowohl durch Summirnng der einzelnen 
Gleichungen, als auch durch Eliroinirung der ihnen gemein- 
schaftlichen Functionen. 

Erste Gruppe. Integral: y = e ; v = 0 ; Gleichungen : 

d*y - illJ^dydx—x'x^-Vydx* - 0 , 

dy — xx*— l ydx = 0 , y — y=0. 

Macht man die letzten, vorletzten Glieder u. s. w. gleich- 
artig , indem man die Gleichung des dritten Grades mit 
a,x'> x ~ l dx ; die des zweiten Grades mit 6,jc 2 0*~ ^dx* y — y 
mit e,x 4 O l— " 1 )(ix 4 raultiplicirt , summirt man die gleichartigen 
Glieder, und macht man die Summe der letzten Glieder gleich 
Null, d. h. 

( X * + 0/X 3 + b y _j_ C/X + e^x^-^ycte« = 0 , 
so erfolgt die neue Differenzial - Gleichung : 

d *y +(a,x?- 1 - i ^^yhjdx 4- 
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Das Integral ist y = e ; A/< ist gleich x, und die vier 
Werthe von x werden aus der Gleichung: 

x* -f" a , x 3 -f- o, x 1 -f- c, x -f- e, = 0 

gefunden, so dass man aus ihnen die totalen Integrale für 
unendlich viele Gleichungen herstellen kann. Denn da Xft — x 
unendlich viele "Werthe von l und // zulässt, und da die Coef- 
ficienten der gebildeten Differenzial- Gleichungen von/* abhängig 
sind, so gehen fttr einen nnd denselben Werth x unendlich 
viele integrirbare Gleichungen hervor. 

Beispiel. Sei a, = 0, 6, = 6 , c, — — 6, e, = — 1, 
so entsteht aus der Summe der letzten Glieder die algebraische 
Gleichung: x*-j-6x 3 — 6x — 1 = 0 und liefert die 4 Wurzeln x, 
deren eine z.B. gleich 1 ist. Setzt man fi = a, so wird A = ct — \ 

a — ^ x a 

da lft — x = l ist. (Ueberhaupt ist y gleich e .) Die 

Function y =e a ist demnach Integral der Gleichung : 

d . y - gfrpjjrftyte+^C'-') + " ~ 1 • " " - 7 )d'ydx' + 

+(-to»C'- 1 >-S^» , C-» «-l-S^l-Sq-l^^..,!^^ 

Wird z. B. er = 2 genommen, dann ist l = \] und y = el x * 
ist Integral der folgenden Gleichung: 

d'y — ^d 3 ydx + (ex 3 + -^)c/'t/cfc a - 
— (öx 8 + 6x + ~-)dydx - x«ydx 4 = °- 

Wird aber a = j genommen, dann ist A = 2 und y = e* x * ist 
Integral der folgenden Gleichung: 

d« y + A d «y* + (± + A)d Vx> + 

-f- (— 6x~* + 3x-»)dy(ix 8 - x-'ydx» = 0. 

U. s. w. Es ist demnach zwar nicht dasselbe partikulare In- 
tegral, aber dieselbe Wurzel x beliebig vielen Gleichungen 
gemeinschaftlich. 



HO 

§ 62. Fortaetaung. 

Zweite Gruppe: v -\- fi ~ 0 , v = — /< ; Integral 
y = x~?e u *. 

Wird — fi statt v in die Gleichungen der Coefficienten 
substituirt, so findet man z. B. in der Gleichung des vierten 
Grades : 

•27 «ET 

o = 6-2,«; & = -l^-f- 7); c=fo - l)fo + l)(2/i - 1). 
Ist z. B. |U = 2, so ist v = — 2, A = y, und yrrra-^T** 
ist Integral der Gleichung: 

X X* X* * 

Von der Eichtigkeit dieses partikularen Integrals über- 
zeugt man sich leicht durch wirkliche Differenzirung. 

Z ns atz. Auf gleiche Weise können Gruppen von Dif- 
ferenzial - Gleichungen für v = — 2p , v = — 3/i . . . v =z — 
gebildet werden, was keine Schwierigkeit hat. Die so gebil- 
deten Gleichungen können durch Addition zu neuen Differenzial- 
Gleichungen verbunden werden , wie diess in den vorausgehenden 
Ableitungen geschehen ist ; oder es können durch Combination 
zweier oder mehrerer zusammengehöriger Gleichungen einzelne 
Glieder z. B. solche, die den Factor y oder dy &c. enthalten, 
eliroinirt, und daraus neue Gleichungen mit fehlenden ein- 
zelnen Gliedern gebildet werden, woraus Gleichungen nie- 
derer Grade erfolgen, wenn Glieder mit den Factoren y, dy... 
eliminirt werden, gerade so, wie diess in den Ableitungen der 

Function vorgebildet worden ist. 

§ 63. Gleichungen aus der Construction IV. 

Im vorhergehende Abschnitte sind für diese Construction 
vornehmlich Gleichungen für v=n — 1 und £S5=fcl gebildet 
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worden. Die Gleichungen für fi = + 1 führen anf die frühere 
Function x^eX*, und werden hier übergangen; die Gleichungen 
für ft = — 1 liefern in Verbindung mit v=n — 1 die schönen 
binomischen Gleichungen: d n y-\-x n x-**ydx n = 0, deren Integral 

y=x*-*e x 1 ist. 

Die hieraus abgeleiteten Gleichungen verschiedener Ord- 
nungen können nicht combinirt werden, weil sie nicht das- 
selbe Integral haben , da der eine ihrer Factoren x* =x n ~ 1 
verschiedene Werthe hat, je nach den verschiedenen Werthen 
von n. Denn für Gleichungen der n tcn Ordnung ist v=n — 1, 
für Gleichungen der (n — l) ten Ordnung ist v—n — 2 u. s. w. 

"Will man die nach der vierten Construction gebildeten 
Gleichungen dennoch zu neuen Gleichungen combiniren , so 
mus8 man Gleichungen für gleiche Werthe von v bilden, damit 
sie ein gemeinschaftliches Integral haben. Ist z. B. v= 2, 

also das Integral y=zx 7 e Xx , so ist die Gleichung des dritten 
Grades gleich: d 3 y + x t x~*ydx 3 = 0; aber die Gleichung z. B. 
des vierten Grades wird für v — 2 nach den Formeln des § 39 
eine andere werden, nämlich: 

d 4 y-f- ax-*d 3 ydx + bx~*d*ydx* -f- cx~ e dydx s -f- x t xr s ydx i = 0, 

und die Coefficienten o, 6, c sind aus den Bedingungs- Gleich- 
ungen (§39) zu bestimmen. Es giebt für v = 2 und //= — 1. 

Gleichung II, (3): //./< + 2. f t-\- 1 — 1 =0, also 
keinen Werth für a. 

Gleichung III, (3): 
X V(7/* - l)Gu + 1) + alfi(& f i + fi - 1 . fi - 2) + 26 = 0 , 

giebt für /< = — 1 keinen Werth für a, wohl aber den Werth 
6 = 0. 

Gleichung IV, (3): 

l V(«/i + 2) + alWBft -f3) + bXfi (fi 4- 3) + 2c = 0 , 
giebt für fi = — 1 folgenden Werth : — IX'ft* -f 2c = 0, 
c = Wft* — - 2X\ 
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Endlich giebt Gleichung V: 

(W + o(^) 8 + HW + eft«) + x 4 = 0 
den Werth: a(lft)* -f- 3 (///)* + x 4 =0, und daraus fUr //=— 1 

a = x 4 A~ s -f- 3A, so dass die dem Integral y — ar'e entspre- 
chende Differenzial -Gleichung des vierten Grades ist: 

d'y + (x^-» -f 3A)x- s (i V* — 2A 3 ;c-«tfyaV + x 4 ar *ydx* = 0. 

Diese Gleichung mit d 3 y -\- x s x~ 6 yilx 3 =:0 combinirt giebt z.B. 
durch Addition: 

d« y + + (x 4 i-» + 8A)ar-»)rftyfa> - 2X*x~*dydx> '+ 
-f (Ax t + x 4 a;-*)ar- 6 ydx 4 = 0. 

Da nach der Construction die Constante x 4 jeden Werth 
haben kann, also auch: x 4 = 0, so folgt die einfachere Gleichung: 

d l y + (A + 3;U-*)d V* - 2Px-<%<te 8 4- ^x,*-«^ 1 = 0 , 

deren Integral y = x*e ' ist , wenn X durch — x a = 0, 
bestimmt ist. Es erfolgen daraus drei Werthe X, aber auch 
drei verschiedene Gleichungen des vierten Grades, da X in den 
Coefficienten derselben enthalten ist. Man findet demnach für 
jede Gleichung auch hier nur ein partikulares Integral. U. s. w. 

§ 64. Gleichungen aus der Construetion V. 

Für diese Construction sind unter andern auch Gleichungen 
für v r=z — 1 construirt worden , da v = — 1 den Differenzial- 
Gleichungen verschiedener Ordnungen gemeinschaftlich ist: Es 
fragt sich, ob diese Gleichungen zu neuen Differenzial - Gleich- 
ungen combinirt werden können. Es gentigt nicht, das3 ihnen 
v gemeinschaftlich ist, sondern diess muss auch mit X und fi 
der Fall sein. Die Bedingungs - Gleichungen : II, III, IV ... 
für v = — 1 zeigen nun , dass diess nicht der Fall sein kann, 
weil die Substitution derselben Werthe , X f ft Uberfüllte Gleich- 
ungen giebt. So giebt die Differenzial -Gleichung zweiter Ord- 
nung für *' = — 1, die zwei Bedingungs -Gleichungen: 

XfiQt — 3)— a=0; Xu ; 4-o=0, und daraus /u=2 und X~—\a. 
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Hingegen geben die drei Bedingungs-Gleichungen dritter Ordnung : 

— 8)» + 2) + 2a, = 0; 

(A,0 a (3,< - 6) + a,(MG« - 3) - b, = 0 ; 
(^)' + a,(W + M/' = (>; 

(wenn man aus der dritten und zweiten Gleichung die Grösse b n 
und dann mit Hilfe der ersten Gleichung die Grösse a, eliminirt,) 
folgende Gleichung: n % — 9>fj}-\-llfi — 12 = 0, die keineswegs 
die Wurzel fi = 2 hat. Führt man jedoch eine willktthrliche 
Constante ein, indem man eine der drei Gleichungen, beliebig 
welche, um ein Glied, z.B. die dritte um yQLfi) vermehrt, und 
substituirt man nun in die Gleichungen Ifi = — a , // sa 2, 
dann giebt Gleichung 1) den Werth a f z=z$a ; Gleichung 2) den 
Werth 6 = ja 2 , und Gleichnng 3) nämlich 

den Werth — a 3 -}-}« 3 — |a 8 — ax=0, woraus x = — a' und 
= + a 3 folgt. Man muss daher in die Differenzial- 
Gleichung ein Glied einführen, das mit der Summe der letzten 
Glieder gleichartig wird, und diess ist für ^=2, der Werth 

a^arO* - Vydx 3 , demnach a?x*ydx*. Bildet man daher die bei- 
den Gleichungen: 

d *y -\- axdydx — 2x~*ydx* = 0 , 

d 3 y 4- \axd 2 ydx + {aWdyda? + (a 8 * 3 Gx-^ydx* = 0 , 

so haben beide Gleichungen das partikulare Integral yz=:x- x e~^ x 
gemeinschaftlich, so dass aus ihnen durch Combination, oder 
durch Elimination von y oder dy oder dhj &c. neue Differenzial- 
Gleiehungen gebildet werden können, die ebenfalls das parti- 
kulare Integral y z=x~ i e~~ i az * haben. U. s. w. 

§ 65. Portsetzung. 

Zusatz. Die so gebildeten Gleichungen, die mit den 
Gleichungen der fünften Construction combinirt , und mit ihnen 
zu neuen Differenzial - Gleichungen summirt werden, sind im 
Grunde Gleichungen der sechsten Construction. Auf gleiche 
Art können Gleichungen dieser sechsten Construction unter sich 

8 
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zu neuen Differenzial - Gleichungen vereinigt werden, was wir 
hier übergehen, da ohnehin klar ist, welch grosser Erweiterung 
diese Methode fähig ist, und dass sie hier nicht erschöpft 
werden kann. 

Die wenigen Combinationen , die gewählt wurden, sollen 
nicht mehr als die Wege zeigen, die bei singulären Unter- 
suchungen einzuschlagen sind, damit nicht zufällige Ergebnisse 
als Eigenthümlichkeiten gewisser Functionen ausgegeben werden; 
da der apriorische Weg der Methode herausstellt, dass alle 
Functionen und alle Differenzial - Gleichungen , wenn die an- 
gedeuteten Combinationen durchgeführt werden, die entspre- 
chenden Resultate liefern müssen. Und diess möge für die 
gegenwärtige Untersuchung hinreichen. 

Nun ist aber ein anderer Gesichtspunkt hervorzuheben. 

Wie man auch in diesen Constructionen vorgehen möge, 
immer erhält man nur Gleichungen , in denen einer oder mehrere 
Coefficienten nur ganz bestimmte, und keineswegs allgemeine 
Grössen sind. Das Ziel der Integration ist aber, Gleichungen 
mit allgemeinen Coefficienten integriren zu können. Dass man 
diess Ziel durch directe Constrnction aus partikularen Integralen 
nicht zu erreichen vermöge, ist einleuchtend, und war auch zu 
erwarten. Denn solche partikulare Integrale sind allzu specielle 
Functionen , als dass ans ihnen Allgemeines abgeleitet werden 
könnte. Es kann die Wissenschaft nicht fördern, wenu man 
aus sehr speciellen Voraussetzungen sehr allgemeine Resultate 
ableiten will und abzuleiten versucht. Diess ist unmöglich; 
denn jede Function kann nur geben, was in ihr ist, und nicht 
mehr. 

So giebt z. B. die Function y = os v e ux für die Differenzial- 

Gleichung: d'*y -f — b 7 ydx u = 0 nur v = 0 oder r=— 1 

x 

und daraus nur a = 0, oder a = 2, so dass z. B. für »*rr — 1 
nur die einzige Differenzial -Gleichung: 
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— — 1 t bx 

durch y = x e integrirt wird, nicht aber auch Differenzial- 

Gleichungen, in denen die Coefficienten von -SzH e twa db 3, 

x 

±4 &c, oder allgemein gleich a sein könnten. Wohl aber 
giebt die zusammengesetzte Function y = (ua;- 2 — x~*)e ux das 

4dydx 

Integral der Gleichung: d*y -\ fc'ydx'zrO, in welcher 

der Coefficient des zweiten Gliedes nicht mehr gleich 2, son- 
dern gleich 4 ist 



HX 



Eben so giebt die zusammengesetzte Function y=(l— ux)e 

das Integral der Gleichung: d J y — — ^ — Wydx 1 es 0 , in 

x 

welcher der Coefficient des zweiten Gliedes nicht mehr gleich 
-J- 2, sondern gleich — 2 ist. Man kann noch andere, bi- 
nomische, trlnomische und überhaupt polynomische Factoren 
mit e wx verbinden, und erhält nach der Methode der unbestimmten 
Coefficienten jedesmal andere Werthe für die Coefficienten des 
zweiten Gliedes a; jedoch jedesmal nur einen bestimmten 
Werth, was nichts Allgemeines giebt 

Prüft man jedoch diese binomischen, trinomischen und 
polynomischen Werthe , so findet man , dass z. B. 
(uar~ 2 — x~ 3 )e ux der Werth des bestimmten Integrals: 

y=J*e ,,JC (u I — 6 a )dki ist, wenn nach vollzogener Integration 

tt = 6 substituirt wird, so dass (bx~* — x~ 3 )e bx ein Integral 

von + — -1W=0 ist 
x 

Nun liegt der Gedanke nahe , ob nicht sämnitliche 
polynomische Werthe , welche die Integrale der gegebenen 
Gleichung mit beliebigem, zweiten Coefficienten a liefern, 
einen allgemeinen Ausdruck finden in den bestimmten In- 
tegralen und Differenzialen: 

' =h* ~ *>* • ' = ( ife[ 8 (^ • • • 8 ("H))] • 

8* 



in denen a von dem Coefficienten a der Differenzial-Gleichung 
abbienge, so dass die Integration für jeden beliebigen Coef- 
ficienten ausgeführt werden könnte , und dadurch den Character 
der Allgemeinheit erhielte. 

Die Verfolgung dieses Gedankens führt zn den Integrations- 
Methoden durch bestimmte Differenziale und Integrale ; nur müssen 
sie verallgemeinert werden, indem man statt (u 5 — oder 

statt — • eine allgemeine von u abhängige Function V einführt 

Was diese Methoden leisten, rouss sich aus ihrer Durch- 
führung ergeben. Es wird sich zwar zeigen, dass sie lange 
nicht alles leisten können, was verlangt wird; dennoch sind 
sie unbedingt zu untersuchen, damit erkannt werde, was denn 
überhaupt allgemein geleistet werden könne; und was, und wie 
viel den speziellen Untersuchungen überlassen bleiben muss. 

- 

Liefern nun diese Methoden viel allgemeinere Resul- 
tate, als die directe Construction aus so ist doch 
diese selbst von hohem theoretischen Werth; denn sie stellt 
die Form der Differenzial - Gleichungen heraus, die Uberhaupt 
durch Ausdrücke, in denen diese Functionen enthalten sind, 
integrirt werden können, was den nothwendigen theoretischen 
Ueberblick verschafft. 

Bleiben wir z. B. bei der zweiten und fünften Construction, 
so können nur die Differenzial-Gleichungen von dem Coefficien- 
tenbau : 

. , ad*-*y, . bd n ~ 3 y . 2 , mdydx n ' 1 , n , „ _ 

XX X 

d»y + ax^d^ydx + bx^'^ä^dx* + . . mxC"" 1 )^ 1 kydx»-*+ 

-j- x m x-* 9 dx n = 0, 

und die aus ihren Combinationen hervorgehenden Gleichungen 

durch y — x'e'^ , und durch die aus dieser Quelle fliessenden 
bestimmten Differenziale und Integrale integrirt werden , d. h. 
durch solche bestimmte Integral- und Differenzial - Ausdrücke, 
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in denen die Function e'~ c als Factor enthalten ist. Sind 
andere Gleichungen zu integriren, so müssen andere Factoren 
des bestimmten Integrals und Differenzials genommen werden. 

Betrachten wir das partikulare Integral so 

besteht es aus zwei Factoren : x* und e** ' . Jeder dieser Fac- 
toren kann verallgemeinert werden , ac v , indem es durch 

(ax* -f- ßx 9 -\- . .) ersetzt wird , und c /jr> , indem es durch 

cO^ + w^+'O ersetzt wird. Von der letzteren, allerdings 
wichtigen und resultatenreichen Verallgemeinerung wird hier 
gänzlich abgesehen ; die nachfolgenden Untersuchungen erstrecken 
sich nur auf die Verallgemeinerung des Factors cc v , so dass nur 

partikulare Integrale von der Form: («x v ~\-ßx 9 + . . )e )xtA be- 
handelt werden. 

Sie werden allerdings weniger inhaltsreiche Resultate liefern, 
als die Functionen, in denen allgemeine Integrale von der Form 

y = (ax v + ß x * ~b ..)e( AarfA + xx * > +* •) als integrirende Functionen 
eingeführt würden ; aber aus ihnen werden dennoch unvergleich- 

lieh reichere Eesnltate, ÜM ans der Function ge- 
wonnen werden. 

Dessenungeachtet bleibt die directe Construction aus ein- 
fachen Functionen, als y = x v e Xxl \ massgebend für alle nach- 
folgenden Constructionen , sie mögen aus bestimmten Integralen 
oder aus bestimmten Differenzialen abgeleitet werden. Diese 
directe, erste und einfachste Construction ist die Leuchte der 
ferneren Methoden , der "Weg , auf dem die integrirbaren 
Differenziai- Gleichungen gefunden werden, und durch den man 
erkennt, wie diese ihrem wesentlichen Baue nach beschaffen 
sein müssen. Und weil die in ihnen enthaltenen Constanten 
ganz bestimmt und einzeln sind, so ergiebt sich von selbst, 
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dass diese allzu singulären Werthe durch die Operationen der 
bestimmten Integrale und Differenziale zu erweitern und zu 
verallgemeinern sein werden, was den Gegenstand der nach- 
folgenden Untersuchungen bildet. 



Construction der Differenzial - Gleichungen aus dem partikularen 

Integral y=[x*e*Vdu. 



g 66. Vorerinnerungen. 

1) Da die Functionen, aus denen Differenzial -Gleichungen 
construirt werden, in allen drei Ableitungen dasselbe Schema 
haben sollen, so werden auch bei bestimmten Integralen Func- 
tionen von der Form : y = j*x v e ux Vdu vorausgesetzt , obgleich 

auch hier aus jedem andern bestimmten Integral Differenzial - 
Gleichungen gebildet werden können, wie von selbst einleuchtet 

2) In der Function: y = jVe"* Vdu wird das bestimmte 

Integral nach u genommen, wie der Factor du andeutet, und 
x und v werden in Beziehung auf u als constant behandelt. 

Wäre y=^x*e ux Vdv gegeben, so wurde v als veränderlich, 

hingegen x und u als gegen v constant genommen. 

3) Jedes Integral giebt fUr nicht -complexe Functionen 
nur dann brauchbare Resultate, wenn es innerhalb der Inte- 
grations- Grenzen continnirlich bleibt. Diese Bedingung, wird 
hier allgemein vorausgesetzt, damit sie nicht in jedem be- 
sondern Falle wiederholt zu werden braucht. 
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4) In bestimmten Integralen wird nach vollzogener Operation 
ein bestimmter Werth der Veränderlichen substituirt, der, wie 
bekannt, das Integral, wenn es endlich ist, in einen algebraischen 
Ansdruck umwandelt. 

5) Die nach vollzogener Integration substituirten bestimmten 
Werthe z.B. u = b . bilden die obere Integrations - Grenze, 

was durch I bezeichnet wird. So ist z. B. wenn 

y = Je M:B (u 3 — 6 a )Öu gegeben ist, nach theilweiser Integration 

f - _(»« - ft*) - J __ = _ ^ _ _ + J _ , 

^- + ^r- 

Ist nun anderswoher, d.h. aus den Bedingung» -Gleich- 
ungen, der Werth u = ö gegeben, so geht y in: 
2be lx 2e** 

s — | 1- " über , und diess wird allgemein durch 

x x 

, = -*•)*, abgedrückt. 

6) Jedes Integral hat eine Constante, die auch gleich Null 
sein kann , und es hätte y =jx"e«*Vdu + C statt 

y =j*cc v e tt *F8M gesetzt werden sollen. Da jedoch nur 

partikulare Integrale der construirten Differenzial - Gleichung 
dargestellt werden, so muss, wie bei allen andern partikularen 

Integralen, z. B. y = x v e* x &c. einfach y •=z^x t e ux Vdu ge- 
nommen werden, wie Abschnitt II, § 19 bewiesen worden ist. 

7) Die Form: y z=^x^e ux Vdu muss um so mehr einge- 
halten werden, als bei dem Integral: f =J* v Ä«F5tt+C die 
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Grösse C nur gegen m als constant gilt, so dass in C auch 
die Grössen v und x enthalten sein könnten, weil auoh diese 

gegen w als constant gelten. Wäre z. B. 
so folgte, wenn theilweise integrirt wird: 

9 = — + + C 

Würde man nun die Constante z. B. dadurch bestimmen, 

dass u = ±6 sei, dass aber für den Werth u=0 auch y=0 

2 2 

würde , so folgte : 0 = — r- -f- C, also C = s-, so 

x x 

2& e ±&* 2e :t bx 2 
dass man erhielte : yzzzzxz = 1 = r * 

Da man nun durch andere Bedingungen z. B. «= a , « = c &c. 

2e* x 

die Constante = =- beliebig bestimmen könnte, so erhielte 



man nicht ein bestimmtes Integral : y = ± ~~a h — i 

sondern beliebig viele , die sich im dritten Gliede, 

hier: x*~ ) unter8Cft ieden , und dadurch in Beziehung 

auf x ganz verschiedene Functionen wären, während man eine 
in Beziehung auf x bestimmte, d. h. abgeschlossene Function 
erhalten soll. Durch solche unbestimmte Functionen würden 
verschiedene , nicht aber eine Differenzial-Gleichung construirt, 
was die Aufgabe ist. 

8) Ergeben sich hingegen in einer Differenzial - Gleichung 
Glieder, welche verhindern, dass diese Gleichung für ein sub- 
stituirtes Integral identisch gleidh Null wird , so müssen 
diese Glieder weggeschafft werden , und diess kann nur 

durch die Construction aus dem Integral yz=.x'^e ux V6u-\- C 
geschehen. 

Um bestimmt zu reden , treten diese Fälle ein , wenn 
die gegebenen DifFcrenzial-Gleichungen nicht durch die Function 
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y == x v I e Vdu , sondern durch Summen solcher Functionen 



integrirt werden müssen. 

Im Grunde gehört diess unter die Ableitungen ans zu- 
sammengesetzten Functionen: 



in denen dann die Constante ebenfalls unbedingt gleich Null 
genommen wird. 

Diese zusammengesetzten Functionen und ihre Ab- 
leitungen werden hier nicht weiter behandelt; da sich jedoch 
in der sechsten Construction einige Aufgaben darbieten werden, 
die unter die Gesetze zusammengesetzter Functionen fallen, so 



wird diess der Kürze halber durch t/ = C-hx v \ e^Vdu aus- 



gedrückt, was nach den vorausgehenden Erläuterungen keinem 
Missverständniss unterliegen kann. 

Aehnlich verhält es sich mit den algebraischen Integralen 



In ihnen wird nach vollzogener Integration der Werth tt=0 
substituirt, wodurch e** eine constante Grösse wird. Das 
Zeichen oo bedeutet auch hier, dass für u = oo das Integral 
gleich Null wird, so dass die Constante C ausdrückt, dass y 



Summen solcher Functionen, die sich durch die Factoren 



9) Die Bestimmung, dass C=0 gesetzt werden müsse, 
bezeichnet man durch die sogenannte untere Integrationsgrenze. 
Findet im obigen Beispiele 






abgeleitet werden kann, sondern aus 



m* t ar v ~H A u. s. w. unterscheiden. 
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die anderswoher gegebene Bedingung statt, dass 

. . . , 2ue" . 2e"* 
u = =fco, so wird: y = ^ — (- -^5- • 

2tte* z 2e* x 

Für t* = — od wird: 5 j j- gleich Null, und 

für diesen Werth m= — 00 mnss auch y=0 sein. Diess gilt 
für positive Werthe x. Für negative x macht u=-f-oo die 
Constante gleich Null. Der Kurze halber werden wir in diesem 
Falle einfach u = cx> setzen. 



10) Die früher (5) behandelte Integrations-Grenze, «=±ft, 
folgt nicht aus C = 0, sondern muss anders woher, d. h., 
wie unmittelbar einleuchtet, aus den construirten Bedingungs- 
Gleichungen gegeben sein, und diese Integration» -Grenzen 
werden so viele sein, als Werthe von u aus den Bedingungs- 
Gleichungen folgen. Diese Bedingungs • Gleichungen sind z. B. 

für d'y — 1~ — o a ycfa*=:0 , wenn die Ableitungen aus 

y = x y e ux genommen werden , folgende : u* — 6 1 = 0 ( 1 ) ; 
a _j_ v _l = 0 (2); a+2r = 0 (3). Aus u' — ö' = 0 folgt 
t* = dbo während (2) und (3) die Werthe * = — 1 und a=2 

e bx e~ bx 
geben, so dass y = -— und y =. die zwei partikularen 

Integrale der construirten Gleichung sind. Für die nämliche 

Differenzial - Gleichung , wenn sie z. B. aus jV*K8tt construirt 

wird , folgen wie bekannt die Bedingungs - Gleichungen : 

«1 

u 5 — 6*r=0, und Vz=z(u > — 6 3 ) T . Ist a eine gerade positive 

Zahl, so wird jV* Vdu = JV(u a — hrf^du in geschlossenem 

«-1 

Ausdruck integrirbar, weil der Factor (u a — o 1 ) successiv 



in (u* — o*) T ... (t* 8 — 6 2 ) 0 tibergeht, wodurch die theilweise 
Integration ihren Schluss erhält. So giebt z. B. a = 4 das 
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lnfgr.1 „=J«~(.'-6'J8,, da,, wie Oben erieutert wurde, 

in y = — (u> - 6») - + iE übergeht. Wird aus der 

ersten Bedingungs - Gleichung u=dbo substituirt , so folgen 

2be** 2e H 

die beiden partikularen Integrale: y = [- ^ , und 

26 e -^ , 2e-** 

»=-^+— • 

Diese kann nun allgemein durch folgende Symbole aus- 

gedrückt werden: y = I e"*(ti 5 — fc^u , worin der Index ( oo ) 

<x>J 

ausdrückt, dass die Constante gleich Null genommen werden 
muss. — Es ist zu bemerken, dass in jedem Integral mit dem 
gemeinschaftlichen Factor e 1 ** allgemein u = od die untere 
Integrations- Grenze ist, (weil e uz als gemeinschaftlicher Factor 
aller Glieder, für wrrrrtco, die Function zu Null macht.) — 
Sind jedoch Bedingungen gegeben, welche diese Integrations- 
Grenze unmöglich machen, wenn z. B. — t» , ) = sint>, und 
cos r — u genommen wird , so dass tt nur Werthe zwischen 0 
und dtl haben kann, dann ist u=oo keine Integrationsgrenze. 
Wäre überdiess die Bedingung gegeben, dass die Function bei 
t=0 verschwindet, dann wäre u = co*u, also u=-f-l die 
untere und u= — 1 die obere Integrationsgrenze, was durch 



f ausgedrückt 



würde. 

11) Ist nun in einer Differenz ial- Gleichung des n ,en Gra- 
des eine Bedingungs -Gleichung etwa: u n — 6"=0, und die 
zweite Bedingungs- Gleichung für C=zO etwa u=roo, und sind 
die n Wurzeln von u n — 6 n =0 gleich 6,, .. b ni so würden 
die n partikularen Integrale folgende n Integrations - Grenzen 
haben: (&,, od); (b 2 , oo) . . (o n , oo). 

Da jedoch beliebige Summen oder Differenzen partikularer 
Integrale, wenn sie nicht mit willkührlichen Constanten ver- 
bunden werden, wieder nur ein partikulares Integral geben, so 
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können die ursprünglichen Integrations - Grenzen in (6, , 6,) , 
(6, , 6,) . . . umgewandelt werden , und diese geben dasselbe 
Resultat, wie die ursprünglichen Integrations-Grenzen. — Dar- 
über besteht ein eigener Calcul, den wir als bekannt voraus- 
setzen mit allen Transformationen der Veränderlichen und ihrer 
Integrations - Grenzen. Die Integrations - Grenzen können durch 
solche Transformationen eingeengt werden, was bei speciellen 
Untersuchungen von Vortheil sein kann. Will man sie jedoch 
durch solche Transformationen erweitern, dann muss jedenfalls 
vorher untersucht werden, ob die Function nicht zwischen den 
erweiterten Grenzen discontinuirlich wird. 

12) In den nun folgenden Constructionen wird das parti- 
kulare Integral y=r J'jcV^FÖu gewählt, worin V eine Function 

von u bezeichnet Oefter hat man auch statt jVe^Ktfu die 

einfcchere Function gewählt, Je"K ÖU , d.h. die Fnnction 

x'e^Vdu für den einzelnen Werth v=0. 



Der Uebersicht willen werden auch hier einige Ableitungen 
aus dieser einfacheren Fnnction y=^e ux Vdu vorausgeschickt, 

ehe zur allgemeinern Function y=z^x*e ux Vdu übergegangen 

wird. — Da die im dritten Abschnitt behandelten Ableitungen 
das Resultat ergeben haben , dass die aus der ersten und vierten 
Construction folgenden Differenzial- Gleichungen schon durch 
das partikulare Integral y~x* tr* vollständig gelöst werden, 
so bleiben noch die Gleichungen der zweiten, dritten, fünften 
und sechsten Construction, die nun aus dem partikularen In- 
tegral y=.^e v *Vdu allgemein abgeleitet werden, in der Er- 
wartung, dass reichere Resultate, als. aus der einfachen Func- 
tion y=ix'e HZ gewonnen werden. 
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§ 57. Conatruction der Differenaial- Gleichungen aus 

y—^e X Vdu. 

Aus dem Integral y = — wurde die DifFerenzial-Gleichung 
^VH~~~~~~ — b 2 ydx*z=0 eonstruirt ; es ist zu untersuchen, 
ob aus dem Integral: y^^e^Vdu nicht die allgemeinere 



Gleichung : d 7 y -J - Wydx* — 0 eonstruirt werden könne. 

x 

Da durch Differenzirnng nach x folgt: 

so giebt d*y + ^adydx ^ j^y^t — o die Gleichung 

x 

Ju«e"*F8» + §ue ux Vdu _ &*j>F8« = 0. 

Damit die Gleichnng in Beziehung auf x gleichartig werde, 
wird das erste und dritte Glied nach u integrirt und es folgt: 

e» v — 6 V* V + 2af«e** F8u — je'«^ F) + Jfc K = 0. 

Die zwei ersten Glieder geben die Bedingnngs - Gleichung 
(u t —b i )e w V=zO } woraus u 7 — 6 2 = 0, u = ±^ folgt; und 
die drei Glieder unter dem Integral - Zeichen geben : 

e«*(2cw Vdu — 9(u a V) + b r d F)=0, 

oder 

2au vdu - 2u ra« - «*a V + 6*9 K = 0 . 

Da in ihr die Veränderliche x nicht mehr enthalten ist, 
so ist sie in Beziehung auf u eine vollständige Differenzial- 

Gleichung des ersten Grades und giebt -^pl = ^^_^^* 
oder V = (w* — 6 , ) a — 1 , so dass 
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wird und das Integral der DifiWzial - Gleichung ist, wenn 
man nach vollzogener Integration u = ±o snhstituirt — 
Die Constante des Integrals wird gleich Null, wenn u— ±«> 
genommen wird. 

Wenn a eine ganze positive Zahl ist, wird das Integral 
y durch einen endlichen Ausdruck dargestellt. Man kann da- 
her nicht hloss d*y b*ydx> = 0 integriren, sondern 

x 

allgemein: dh, + ^dydx — Vydx* = 0 , wenn a eine ganze 
positive Zahl ist. 

Zusatz 1. Die Grösse a muss eine ganze positive Zahl 
sein; denn wird a negativ, so wird J"e**(tt* - b*f- l du unend- 

lieh und unbrauchbar. Gleichungen, in denen a negativ ist, 
müssen daher durch andere Operationen integrirt werden. 

Zusatz 2. Bildet man aus d*V die integrirende Gleich* 
nng d*0, so wird aus xd*y + 2adydx — b^xyiJb^zszO die Gleich- 
ung d*©= xd*<p — 2(a— l)d(fdx — tfxqsdx* =0. 

Da d*Q> integrirt werden kann, wenn das Integral von 
<i'P bekannt ist und umgekehrt, so folgt, dass ci*<P, wenn 
die Grösse a eine negative ganze Zahl ist, integrabel wird, 
und dass also auch d % V = xd*y -f 2adydx — b 9 xydx % = 0 
integrirt werden kann, wenn a eine negative ganze Zahl ist 

Für gebrochene positive Werthe von -| > 1 ist das Integral 

wohl in geschlossenem Ausdrnck darstellbar, kann jedoch nur 
näherungsweise wirklich berechnet werden. 

§ 68. Fortsetzung. 

tegra{ m det b ^ hnitte Ul We gefUüden ' ^ * 
all Semeinen Gleichung: 
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X 



ist, es soll untersucht werden, ob die allgemeinere Gleichung: 

nad n ~~ l ydx C »* 

+ aT — -l>»ydx* = 0 «torch I e^Vdu 

integrirt werden kann. 



Auflösung. Wird gerade wie im vorhergehenden 

spiel verfahren, -^-= ^u*f*Vdu &c. gebildet, und dann 

theilweise integrirt, damit die einzelnen Glieder in Beziehung 
auf x gleichartig werden, so giebt 

d»y + ^^Idx - b«ydx" = 0 
folgende Gleichung: 

( tt « - 6»)e^r+Jnau»- , e"F9«-J«" x 8(tt w F)4-Ji-« ,ür ar== 0. 

Der integralfreie Theil dieser Gleichung (u* — b*)e ux V muss 
für sich gleich Null sein, und giebt die erste Bedingungs- 
Gleichung aus (u n — 6 n )=0. Der zweite Theil giebt, da e 0 * 
durch Division ausfällt, die von x freie Bedingungg-Gieichnng: 

not*»- 1 Vdu - c/(u«F) + c/(&«F)=r 0, 
die m: ( W n__ 6 n) pT=°; P=(*" - &*) a-1 Ubergeht, und 

y=j*e ,uf (t»" — b n ) a l du als gesuchtes partikulares Integral giebt, 

wenn einerseits u = =boo gesetzt wird, damit 0=0 werde, und 
andrerseits m=6,, u=6, ,..« = &„ gesetzt wird, wo 6 lf 6,,.. 
o n die n "Wurzeln der ersten Bedingung« -Gleichung darsteilen, 
die nach vollzogener Integration in die partikularen Integrale 
substituirt werden. Vollständig geschrieben ist demnach das 
Integral : 
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Zusatz 1. Ist a eine ganze positive Zahl, so 
die Integrale endliche, geschlossene Ausdrücke; ist a eine ganze 
negative Zahl, so macht die integrirende Gleichung d"© den 
Coefficienten von positiv, und ist demnach in ge- 

schlossenem Ausdruck integrirbar, so dass allgemein: 

d«y + andn ' ly dx - b'ydx» = 0 
x 

direct oder durch die integrirende Gleichung in geschlossener 
Form integrirt werden kann, wenn a eine ganze, positive 
oder negative Zahl ist. 

■ 

Zusatz 2. Von den n Wurzeln der Bedingungs-Gleichung 
(u»_6«) = o sind (n — 1) oder (n — 2) Wurzeln imaginär, je 
nachdem n eine ungerade oder eine gerade Zahl ist. Da jedoch 
diese imaginären Wurzeln paarweise vorkommen, a^ßi, so 
kann der Factor eO^ß'"^ durch jedesmalige Addition undSub- 
traction aufs Leichteste in Functionen von Sinus und Cosinus 
umgewandelt werden, so dass sich sämratl.cbe partikulare In- 
tegrale als reelle Grössen darstellen. 

Zusatz 3. Je grösser n ist, um so mehr Glieder sind 
jjei gleichen a im Integral y enthalten. So hat die Dif- 
erenzial- Gleichung des zweiten Grades, ftir den Werth a=2, 

***** Xntegral, von 2 Gliedern: v = -^ + ^, 

fall/fn d A Differen zial- Gleichung des dritten Grades, eben- 
r den Werth a = 2 drei Glieder enthält. TL s. w. 

Differenz 1 ' 8 ] . er iu dieser Constructions-Weise nicht möglich, 
la ~^ leic hungen verschiedener Ordnungen zu construiren, 
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die ein partikulares Integral gemeinschaftlich haben, wie 

diess bei der Function y = a? v e* x allerdings der Fall war, und 
die Constructionen des V. Abschnitts möglich machte. 

§ 59. Forteetaung. 

Gegeben sei die Gleichung: 

d *y + —Vydx + ^dydx 2 — b'ydx? = 0 , 
x x 

(die aus dem partikularen Integral y = a;- 2 c^ r construirt wird, 
wenn a=l und c=l ist.) 

Die Substitution yz=^e ux Vdu giebt: 

x* J(u s - 6 3 )e«' Vdu + Qax Ju J e« F8u + 6c jue«* F8u = 0 . 
"Wird theilwoise integrirt, damit ein Factor x ausfalle, so folgt: 

*(u 8 — fc 3 )^* F — x Jc ux ö((u 3 — 6 3 ) F) -f- 

4- 6az JuV"78tt -f 6c jwe«"F8u = 0 . 

Wird nochmal integrirt , damit alle Glieder unter dem Integral- 
Zeichen gleichartig werden, so folgt: 

x(u> - b*)e«* V - e»*(d((u* — b 3 )V)— Gau 1 V) + 

+ jV*(9 a ((« 3 - & 3 ) V) - 6a9(u J V) + QcuVdu)) = 0. 

Diese Gleichung zerfallt wegen TJngleichartigkeit der Glieder 
in drei Theile, die einzeln gleich Null sind: 

L x(u>-b')e«*V=zO; 
II. — e"(8((u 3 - 6 3 ) V) — 6a« a Vdu) = 0 ; 

m. V - 6 8 ) V) — 6a8((u 2 6) + 6cu Vdu)) = 0. 

Gleichung I giebt u 3 — o 8 = 0. 
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Gleichung II giebt, wie eine leichte Rechnung zeigt: 
^ = ~^^~dfu, woraus F= (u 3 — o 3 ) 8 «- 1 gefunden wird, 

die jedoch mit Gleichung I nur bestehen kann, wenn nach 
vollzogener Integration u 3 — 6 3 = 0 gesetzt, und die Werthe 
&ti & a , 6, statt « substituirt werden, die aus u s — & 8 =0 ge- 
funden werden. 



Gleichung III giebt, wenn die angedeuteten Operatio: 
ausgeführt werden , eine Differenzial - Gleichung des zweiten 
Grades , aus der V ebenfalls bestimmt wird , und denselben 
Werth wie in Gleichung II haben muss. Nun besteht Gleichung III, 
(wenn der gemeinschaftliche Factor e Mt ausgeschieden wird,) 
zunächst aus dem Differenzial von Gleichung II, und noch 
Uberdies8 aus dem Gliede: GcuVdti, das demnach gleich Null 
sein muss , weil jede Gleichung mit ihrem Differenzial zugleich 
besteht und Gleichung II mit Gleichung III nicht bestehen 
könnte, wenn zum Differenzial von Gleichung II noch GcuVdu 
summirt würde. 

Dieser neu hinzukommende Theil der Gleichung III erfolgt 
daraus, dass nach der ersten theilweisen Integration der Aus- 
druck QctuePtVdu hervorgeht, der nicht wieder integrirt zu 

werden braucht, da er nicht, wie die übrigen Theile den 
Factor x enthält 

Aus 6cuF9m=:0 folgt c=0, und die gegebene Differenzial- 

Gleichuug geht in d 3 y + ßad ' ydx - b'ydx* = 0 über, die mit 

x 

der früher behandelten Gleichung: 

xd*y -f- 3ad*ydx — b 3 xydx* = 0 
identisch ist, nur dass hier 6a statt 3a gesetzt wird, wogegen 
auch F=(t* 3 — o 8 ) 8 *- 1 statt F=(u J — 6 3 )"- 1 gefunden wird, 
so dass der Werth auf dasselbe hinauskommt. 

Zusatz 1. Es ist einleuchtend, dass aus der Function 
yrrJe^Fftu nur Differenzial • Gleichungen von der Form: 
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d n y H d n ~ l ydx — x n ydx n = 0 , 

x 

nicht aber von der Form: 

2 an . , , bn.n — 1, c , , 

d n y -\ d n ~ l ydx H 5 d^ydx 1 — x n ydx n = 0 , 

x x 

und noch viel weniger von der Form: 

d ny + + ^'""V -V^ + 

. 3cn.n — l.n — 2 

H ^3 d*-*ydx l — x n ydx n = 0 , 

u. 8. w. (V, § 46) integrirt werden können: Denn, die erste 
Bedingungs - Gleichung giebt : V(u n — 6 n ) = 0 ; die zweite 
Bedingungs- Gleichung giebt V aus einer Differenzial - Gleich- 
ung des ersten Grades ; die dritten , vierten und nachfolgen- 
den Bedingungs - Gleichungen geben Differenzial - Gleichungen 
des zweiten, dritten .. (n — 1) Grades für V, die mit der Dif- 
ferenzial - Gleichung des ersten Grades für V zugleich bestehen 
mttssen, was nur möglich ist, wenn 6=0, c=0 da jede 
nachfolgende Bedingungs -Gleichung das Differenzial der vor- 
hergehenden enthält, so dass die neu hinzukommenden Glieder 
gleich Null sein müssen, woraus 6=0, c=0 ... folgt Da- 
durch reduciren sich aber diese Gleichungen auf die Form: 

xd n y -f- andn-iydx — x n xydx n = 0 , 

was zu beweisen war. 

Zusatz 2. Das vorausgesetzte Integral y=^e ux Vdu 

ist also schon bei Gleichungen mit vier Gliedern unzureichend, 
und um so mehr ist diess der Fall bei Gleichungen mit fünf 
und überhaupt mit (n 1) Gliedern. Man muss sich also schon 

entschliessen , statt yzzz^e^Vdx das allgemeine Integral 

y =j , £ v e ux F9tt vorauszusetzen, und aus ihm Differenzial- 

Gleichungen abzuleiten, um allgemeinere Resultate zu erlangen. 

9* 
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§00. Ableitung der Differential- Gleichungen au» 

— 

Die Differenz von y=^VÖn *i< 

*••••••« »•■•••• 

Wird die Gleichung gebildet : 

rfy _|_ arfyda: — x*xydx 2 = 0 , 
so sind je zwei Glieder gleichartig: 

(I) juV+V*FÖ« und j" — x 2 aj v +V*FSu; 
(H) J2h«b v 0"F9u und Jemo; v e MX F8u-, 
(III) J v .v — lx^-lgux^^ und J a »x v — 1 e« 3t F»ti. 

Werden I und II durch Integration gleichartig gemacht, 
so ist J( U > - x V +l e «* F9u = (w 3 — x^x" e«*F — 

-Jx v e«8((u 3 — x»)F). Daraus folgt: 
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(1) xV« MX P= 0, 

( 2 ) p e«»((au + 2»ti) F8u - 8((u» - «*) F)) = 0 , 

(3) j*(v.v — 14-av)x v - 1 e"F8u = 0. 

Gleichung (1) giebt: « 2 — x a =0, woraus u = rfcx folgt. 

Gleichung (2) giebt, da die Grössen x ausfallen, eine in 
Beziehung auf u totale DifFerenzial - Gleichung : 

(au + 2 m) Vdu - d((« 2 — x 8 ) F) = 0 , 
t+v-1 

woraus F= (u a — x 8 ) gefunden wird. 

Gleichung (3) giebt einfach: v.v — l + o>' = 0, woraus 
r(v — l-|-a) = 0, also zwei Factoren: v=0, v — l-f-a = 0 

folgen. Der Factor v = 0 führt auf ^e"*Vdu zurüok; der 
Factor v — 1 -fa=0 führt auf ^x l —&*Vdu. 

Zusatz 1. Die aus Gleichung (2) abgeleitete Gleichung 

F=(u a — x , )r+ v ~ 1 hat aber vollständig integrirt noch eine 
Constante, die, weil Gleichung (2) aus 

log F= + („ _ i)) iog(u* - x') + log C 

abgeleitet wird, als Factor eintritt: F=C/oa(u 9 — x»)' +v_1 . 
Da jedoch die Grössen x, v, ebenfalls gegen u constant ge- 
nommen werden, so ist C eine Function von x, v, c; und das 

vollständige Integral ist: F=^x,v l c)(ti 1 --x 3 )* +v ~ 1 . 

Wenn auch der Kurze halber diese Factoren / (x, >', c,) , . . 
in den nachfolgenden Beispielen Ubergangen werden, da sie sich 
in diesen als constant herausstellen , so sind sie doch der All- 
gemeinheit willen jedesmal zu ergänzen , und werden ausdrück- 
lich herausgestellt, wenn sie nicht einfach constant, sondern 
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Functionen von x und v sind, wie sich bei den Ableitungen 
der fünften und sechsten Construction ergeben wird. 

Zusatz 2. Der Exponent •^■-f-»' — 1 muss eine ganze 
positive Zahl oder Null sein, wenn 

y = f x" e^iu 7 - x»)* + " " 1 du 
einen geschlossenen Ausdruck geben soll. Wird 

+ — l=cr gesetzt, so folgt: y = J"x v e^« 3 — x 1 )"?« und 

die Bedingungs- Gleichung: r(l — *>H-2a)=:0. 
Ist daher irgend eine Differenzial- Gleichung: 

d 7 y 4- ^dydx — x 7 ydx 7 = 0 

gegeben, so können für sie vermöge der Factoren: *-=0 und 
1 — v-f-2a = 0 zwei Paare partikularer Integrale, also zwei 
totale Differenziale construirt werden, die demnach unter sich 
gleichbedeutend sind, oder deren ein Paar die Werthe: j/ = 0 
oder y — co geben müssen, was immerhin möglich ist. Eine 
Differenzial - Gleichung zweiter Ordnung kann nämlich nur ein 
Paar partikularer Integrale, d. h. nur ein und dasselbe totale 
Integral haben. 

Ist z. B. « = 2 gegeben, so wird a=> , und nimmt man 
den Factor v = 0, so wird o=0 und 

fe^u 1 — x') 0 ^, d. h. fe«*du 

coJ — CVV 

ist Integral von 

dhj + ™V-dx — x*ydx* = 0. 

X 

• 

Eben so wird, für denselben Werth a=2 , az=v. 
Nimmt man den Factor (v — 1 4-a) = 0; (1 — » + 2a) = 0, so 
ist, (da v=a ist), l-fa=0, also a = v= — 1, und es folgt 

daher: f x-»e«"(u 3 — x J )-'8u ebenfalls als Integral der näm- 
-\-ocJ 
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liehen Gleichung : d a y + — *yda? = 0 , ein unendliches 

x 

und ohne besondere Untersuchungen, die allenfalls den endlichen 
Werth herausstellen, unbrauchbares Integral, worauf wir später 
zurückkommen werden. 

§ 61. Differenz!»! - Gleichungen des dritten Grades aus 



Wird die Gleichung gebildet: 

d*y + JLtfydx + ^fdx* — x*ydx* = 0 , 

X X 

so sind die senkrecht untereinanderstehenden Glieder der Dif- 
ferenziale gleichartig ; eben so das letzte Glied des dritten 
Differenzials und — x B ydx*. 

Daraus bilden sich zunächst die Gleichungen: 

JuV+ V*F8« -JxV+V*F8w; (I) 

und [§*yä , +^VH + \m&+ t 4 m rH. (II) 

Wird Gleichung I durch Integration gleichartig gemacht mit 
Gleichung II, so folgt: 

( tt s _ X 8) x v+ i etix y J^v + l e «*g( (tt a _ „tj r) , 

Der erste Theil (u 8 — x 9 )x"^ 1 e ux V muss für sich gleich Null 
sein, und giebt u 3 — x 3 = 0. Der zweite Theil wird aber gleich- 
artig mit Gleichung II , und giebt , (wenn Integral - Zeichen 

und dieFactoren a^T 1 , C 4 * als gemeinschaftlich ausgeschieden 
werden :) 

3w? (t + 9 ~" l ) Vdu ~~ (wB — * 3)d v = 0 woraus 

F=(u 8 -x > )*+ v ~" 1 folgt 
Das Integral ist demnach y = j x v e«(u 8 -~x 8 )* +v ~' \ 
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Die übrigen senkrecht unter einander stehenden gleich- 
artigen Glieder müssen durch ihre Coefficienten 
gleich Null sein, und es erfolgen daher die Gleichungen: 

3v.v-l+2av + 6=0 (2); v.v-l.v-24-ay.v-l+6v=0, (3). 

Folgesätze. l)Ira Exponenten von V=z(u 9 — x")*^ 
muss |4- y — 1 eine ganz positive Zahl sein, wenn das Integral 
einen geschlossenen Ausdruck geben soll. 

2) Wird f-fy— l= + a; a = — 30— 1 — «) in Gleich- 
ung (2) substituirt, dann folgt: b=Br(v — 1 —2a) ; endlich 
gieht Gleichung (3), wenn die gefundenen Werthe o und b sub- 
stituirt werden : v(v + 1)(>- _ 1 — 3a) = 0. 

3) Vergleicht man diese Werthe mit den im Abschnitt III, 
§ 28 gefundenen Werthen : a = — 3v , 6 = + Bv . 9 4-1 ) 
r.v + l.v + 2 = 0, so zeigt sich, dass die letzten Factoren 
verschieden sind, aber in allen drei Formeln übereinstimmen, 
wenn a= — 1 gesetzt wird, gerade ein Werth, der in 

j"aß v e ,ut (tt s — x 3 )- 1 ^ unbrauchbar ist, aber in der Construction 
aus t/ = ar v e MX brauchbare Gleichungen liefert. 

4) Aua der letzten Bedingungs- Gleichung: 

v(v + l)(v-l — 3a)=0 

folgen die Werthe »'=0, v=— 1, v = l-{-3a, aus denen die 
gegebene Differenzial - Gleichung construirt werden kann. Der 

Werth v = 0 giebt das Integral y = Je^u 3 — x 8 ) a 8u , und 

macht a=3(l-j-a), und b gleich Null , so dass nur eine 
Gleichung mit fehlendem dritten Gliede: also: 

■ 

d 3 y -f ^^V yite-x'yfe^O durch y=^e u *Vdu 

integrirt werden kann, wie auch im Vorhergehenden gefunden 
wurde. Der Werth v = — 1 giebt ö=6(l-f-a), so dass 

d'y + ^±^ d ^ ydx + - **ydx* = 0 
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durch g=jx-><ri» t -x*fdH iategrirt wirf. Der Werth 

v == 1 -f 3a giebt unzählig viele Gleichungen , da für a jede 
ganze Zahl substituirt werden kann. Ist z. B. a=0, so ist 
y=l und 6 = 0; dann rauss a ebenfalls gleich Null sein, weil 

a= — 3(v — l — u) ist, und t/=Ja?e«*8u, d. h. f/ = e MX ist 
Integral von d*y — x 9 ydx z = 0. Ist er = 1 , so ist v = 4, 
a = — 6, ö = 12 und y =J":rV«(u 8 — x 8 )du ist Integral von 

d 3 y — ^-d'ydx + -^-dt/cte* _ x *ydx* = 0. 

U. s. w. 

§ 62. Differenalal-aieichungen vierten und höheren Grades aus 



■ 



Bei der Construction der Gleichung: 

d*y + ^d 3 ydx -f ^dhjdx* + ^dydx* — x*ycte* = 0 

verfährt man, wie im Vorhergehenden. Man addirt die senk- 
recht unter einander stehenden Glieder der Differenziale als 
gleichartig. Die ersten drei Summen sind durch ihre Coef- 
ficienten gleich Null, und geben: v t -\-av i -^-bv 1 ~[-cv i ^zO (1); 

4v, + 3av J + 26v 1 -fc = 0 (2); 6v a + 3av t 4-6 = 0 (3). 

Die letzte (fünfte) Summe : ^(u l —x^e^Vdu giebt durch theil- 
weise Integration: » ♦ 

(u* - x V ~ h ux V— Jä v - ^((t* 4 - x*)F). 

Das Glied («* — x*)* v -V a T ist für sich gleich Null und 
liefert aus u* — x* = 0 die vier Werthe von u, die den vier 
partikularen Integralen entsprechen. Das Glied: 
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— J* v ~*V*8((y* — **)F) wird mit der Summe der vierten 

Glieder, d.h. mit J(4r+eK~ 1 «*" F3» gleichartig, und giebt 
mit ihnen verbanden die Gleichung: 

(4v + a)Vdu - d((u' — x*)F) = 0, 

die integrirt: K=(u« — x*)* + v ~* liefert, wie eine leichte 
Rechnnng zeigt. Wird -f- v — 1 = a gesetzt , so ist 

y=jVe"( U '-x T 8» Integral der co M trairU» Gleichung, und 

ö muss eine ganze positive Zahl sein, wenn das Integral end- 
lich sein solL 

Der Werth 

o= — 4(v — 1 — c) in Gleichung (3) substituirt, giebt: 
6 = 4- &v{v — 1 — 2a) ; o und b in Gleichung (2) substituirt, 
geben : 

c = — 4v(v-\-l)(v — 1 — 3c); a, 6, c in Gleichung (1) sub- 
stituirt, geben endlich: 
0 ss v(v + -f- 2)(v — 1 - 4a). 

Vergleicht man diese Werthe mit den (Abschnitt m, §28) 
gefundenen a , b , c . . , so sind sie Ubereinstimmend , bis auf 
die letzten Factoren, die dort: (v); (v + 1); (v + 2); (v-f-3), 
und hier (»— 1 — a); (v — 1 — 2a); (v — 1— 3a); (v— 1— 4a) 
sind, und die tibereinstimmen, wenn man a= — 1 setzt. Der 

Werth a = — 1 macht aber y = J*ce v e^t** — x 1 )- 1 ^ unbrauch- 
bar, während er in der Constijiption aus y^x^e** brauohbare 
Gleichungen liefert. 



Durch die Factoren der Bedingungs- Gleichung: 

Kv 4- l)(v 4- 2)(v 4- 3)(* — 1 — 4a) = 0 , . 

einzeln gleich Null gesetzt werden können, construiren sich 
unzählig viele integrirbare DifFerenzial- Gleichungen der vierten 
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Ordnung, namentlich durch den Factor (v — 1 — 4a) = 0, der 
unzählig viele Werthe von v und a giebt. 

Zu sä t z. Es unterliegt nicht der geringsten Schwierig- 
keit, diese Constructions- Gesetze allgemein aufzustellen. Ist 
die Differenzial -Gleichung gegeben: 

d»y+—d n ~ i ydx + ... —^ydx»- 1 — x»ydx« = 0 , 

so folgt P=(tt* — x*)»+ v_1 . Wird — + v — l==a gesetzt, 

n 

so ist y = f jc v e ux (u n — x Ä ) a 9u Integral der construirten Gleich- 
ung, und es erfolgen nach gehörig vorgenommenen Substitutionen: 
o= — n(v— - 1 — er) ; 

&= !L Y^ 1 (K*-l-2«)); 

c = _ n.n-l.n-2 ^ + D(v - 1 - 3a)) ; 

r(v-fl)(v + 2)...(v + n— 2)(v - 1 - na) = 0. 

Die letzte Gleichung liefert die Werthe: 

y = 0, v=r — 1, » = — 2 . . v = 1 + na , 

aus denen integrirbare Differenzial -Gleichungen in reicher Fülle 
und eine Reihe der schönsten Lehrsätze abgeleitet werden können. 

Diesen Ableitungen gegenüber sind die Constructionen des 

III. Abschnitts, so wie die Constructionen aus y=^e ux Vdu 

. unbedeutend und geringfügig; sie wurden auch nur ausgeführt, 
damit der Gang der Methode anschaulich werde. 

Erscheinen nun schon selbst für Differenzial - Gleichungen 

der zweiten Construction die Ableitungen aus y=fe ua 4 r 3u 

als unzureichend, so leisten sie wenig für die Differenzial- 
Gleichungen der nun folgenden dritten Construction, und vollends 
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gar nichts für die Ableitungen ans der fünften nnd sechsten 
Construction. — Wir werden demnach die von namhaften Ge- 

lehrten colüvirt. Function y=je~V<>u gtazlich verladen, 
und uns in den weiteren Ableitungen ausschliesslich nur der 

Function: y=z^x* e vx Vdu zuwenden. 

§ 63. Construction IH. 

Ist die Gleichung gegeben: 

so bleibt Alles, wie in der vorhergehenden Construction, bis 
auf die letzte Gleichung, die statt 

v.v + l.v + 2 .. v-f-n — 2.v — 1 — na=0 

folgende wird: 

O.v + l.v + 2 .. v-fn — 2.»— 1 — na)q=« n =0; 

so dass nicht die Factoren v=0, v = — l..v=l + na, son- 
dern die aus der voranstehenden Gleichung folgenden n Factoren 
v = v , , v =r v , . . . v = v v in den Bedingungs - Gleichungen sub- 

stituirt werden müssen. Diese letzteren sind aber: 
a = — n(v — 1 — er) ; 
6= ^,.(,-1-2«); 

c = - n ' (H ~ ^ n 8 "~ 2) v . (y -f- 1 )(» - 1 - 3c) , u. 8. w. 

Das Integral ist y=Jx v e"(« n — x»)*du> worin a=£ 

ist, und jederzeit einen endlichen Ausdruck giebt, wenn er ent- 
weder Null, oder eine ganze positive Zahl ist. 

Jedes Integral hat n "Werthe, die aus u n — x n = 0 abge- 
leitet werden. Man erhält demnach die. vollständigen Integrale 
so vieler verschiedener Differenzial - Gleichungen , als v Werthe 
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hat, da die Coefficienten der conatruirten Differenzial-Gleichungen 
von v abhängig sind. 

Da diese Constraction keine weitere theoretische Schwierig- 
keit hat, so übergehen wir die fast unermessliche Reihe der 
hier zu schöpfenden Lehrsätze , die füglich den speciellen Unter- 
suchungen überlassen werden können, und behandeln nur ein 
einziges Beispiel. 

Beispiel. Dieser dritten Construction ist die B e s s e l sehe 
Differenzial- Gleichung untergeordnet: 



In ihr ist o = l, s" = v a , x n = — 1, x=±». Der ganz 
specielle Bau dieser Gleichung macht die Bedingungs-Gleichung : 
v.v — 1-f-ov — x n = 0 identisch zu Null. Es wird: 
v 3 — v-f-v — y a =0, so dass v unbestimmt bleibt. Die zweite 
und entscheidende Bedingungs - Gleichung : 

a = __w( v _l_ a ) d.h. lr=— 2(v-l-a), 
2a -4- 1 

giebt : v = . — , worin et gleich Null , oder eine ganze 

2v — 1 

positive Zahl sein muss. Umgekehrt ist az= — ^ — , und a 
wird für v = 0, und für negative Werthe von v selbst negativ, 



Die Besael'sche Gleichung ist demnach durch diese Con- 
struction integrirbar, für alle gebrochenen positiven Werthe 
von v , deren Zähler eine ungerade Zahl und deren Nenner 
gleich 2 ist; z. B. v=|, v=f ... Das Integral ist: 



wenn nach vollzogener Integration die aus (1 -f- tt 2 )= 0 folgenden 
Werthe u = ±i substituirt werden. So ist z. B. 




so dass y = I x v e* J '(l -j- u 8 ) a du unbrauchbar wird. 
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partikulares Integral der Gleichung: 

d- y + ^r-+(i-i)^'=o. 

Eben so ist: 

y =jaf**(l+« fl ) t 9ii d. h. y = =p e ±,z + aT* e^ ix 
partikulares Integral der Gleichung: 

U. 8. W. 

Die Umwandlung dieser Integrale in trigonometrische Aus- 
drücke hat keine weitere theoretische Schwierigkeit 

Allgemein ist: yz=z\x 2 ^"(l + u J ) a 8u Integral von: 

worin a Null, oder eine ganze positive Zahl ausdrückt. — 
Wird tu statt u gesetzt, so bleibt die Differenzial -Gleichung 

dieselbe, und das Integral wird y=Jx 2 e iwe (l— u*) B »u. 

Zusatz. Da diese Gleichung aus einer andern abgeleitet 
wird, wenn in dieser $invz=zu gesetzt wird, so kann u nicht 
unendlich gross werden, und u=oo ist nicht untere Integrations- 
Grenze. Wird die Bedingung eingeführt, dass die Function 
für sm« = 0 verschwindet, so ist cost>=r+:l, je nachdem 
«=0, oder vzzzti genommen wird. Der eine Werth -f-1 oder 
1 ist untere Integration - Grenze , und der andere aus 
(1 — u*) = 0 hervorgehende Werth u = 1 obere Integrations- 
dll 

C 2a + 1 

Grenze, so dass y=Jac 2 e*»(l — u*) a du nur ein partiku- 
lares Integral ist. 
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§ 64. Conatruction V. 



Die Differenzial- Gleichungen dieser Construction 

d n y -f ad^ydx + bd*-*ydx* -f- . . + hdydx n ~ l x n x~ n ydx n = 0 

haben die Eigenschaft, dass alle letzten, alle vorletzten und 
je alle vorhergehenden Glieder der Differenziale von 



y = « v J e"* Vdu } endlich das erste Glied von d n y mit x n x-*ydx n 

als gleichartig summirt werden können, wie diess für directe 

Ableitungen aus y=x v e'5 in Abschnitt III, § 32 dargestellt 
worden ist 

Dort hat sich ergeben, dass durch die einfache Function 

y — ä'e** keine einzige Differenzial-Gleichung der fünften Con- 
struction integrirt werden kann, mit Ausnahme von 



deren Integral ohnehin bekannt ist. 

Es ist nun zu untersuchen, was die bestimmten Integrale 
in diesem Falle leisten. — Das dabei einzuhaltende Verfahren 
ist folgendes: 

Man summirt alle nach x gleichartigen Glieder aller Dif- 
ferenziale, d. h. alle letzten, alle vorletzten Glieder u. s. w., 



und endlich x n x~ n ydx n und r.**— \*"Vdu t d. h. das erste 



Glied von d n y, woraus (>•„ -f x„)x v ~ n I &*Vdu folgt. 



Der Bau der Coefficienten- Gleichung bringt es mit sich, 
dass alle diese Summen zwar nach x 1 nicht aber auch nach u 
gleichartig sind. 

Der Unterschied zwischen den Differenzial - Gleichungen 
der ersten drei Constructionen und der zweiten drei Construc- 
tionen besteht darin, dass die Coefficienten der nach x gleich- 
artigen Summen bei den ersteren constante Grössen sind, 



d n y -f- x n x- n ydx n ss 0, 




144 

die vor das Integral - Zeichen gesetzt einzeln gleich Null genom- 
men werden können , während.diese Coefficienten bei den letzteren 
Constructionen veränderliche Grössen sind, die nicht beliebig 
vor das Integral - Zeichen gesetzt und gleich Null genommen 
werden können. 

So sind die Coefficienten der Differenzial-Gleichung dritter 
Ordnung z. B. in der II. Construction folgende : v 3 -f- av 3 -f- bv ; 
3v a -f- 2av t -4- b ; 3v -+- a ; hingegen bei der V. Construction folgende : 
u 8 -f-au a -|-6M; Su*+2au + b; Bu+a. Da nun in 

y=**j"e~™. nach „integrirt wirf, bleiben diese Coefficienten 

unter dem Integral - Zeichen , und können nicht beliebig gleich 
Null gesetzt werden. 

Da sich die Integration auf w erstreckt, so müssen also 
alle Summen mit Ausnahme von v n -J-x n = 0 zusammen- 
genommen und als eine Gleichung integrirt werden. Geschieht 
diess, und werden sie successiv durch theilweise Integration 
gleichartig gemacht, so erhält man endlich unter dem Integral- 
Zeichen eine Differenzial-Gleichung (n— l)*« Ordnung nach 
!' J 11 ^" 1 den integralfreien Theilen Differenzial- Gleichungen 
(n 2)*«.., zweiter und erster Ordnung, die alle unter sich 
übereinstimmen müssen, da sie dieselbe Function V geben. 
iess ist, specielle Fälle ausgenommen, unmöglich, da die 
ifterenzial- Gleichung erster Ordnung, wie eine leichte Rech- 
nung zeigt, wenn die Summen der letzten und vorletzten Glie- 
er zusamme ngenommen werden, folgende ist: 

letzten' ^ Gleicaun g "erfolgt aber auch, wenn die Summen der 
alle üb ^ VOrletzten Glieder allein zusammengenommen und 

sondern"^ 11 Slei ° h NuU gesetzt werden > was nicht allgemein, 
\ nUr 111 Desondern Fällen stattfinden kann. 
Die Diff 

hingegen . renz i a l-Gleichungen zweiter Ordnung 
si nd, kö ' ln denen ü l° ss zwei Summen enthalten 
^e Abi *t Unei1 al lgemein integrirt werden. — Wenn 
Sen ans tf'e'"* keine einzige Differenzial-Gleichung 
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integriren, so lösen die Ableitungen aus a; v I e^Vdu doch all- 



gemein Differenzial - Gleichungen zweiter Ordnung, und diess 
ist allerdings ein Fortschritt. 

Zusatz. Es giebt besondere Fälle, für die auch die 
höheren Differenzial - Gleichungen dieser Construction integrirt 
werden können, wie bei der V. Construction der bestimmten 
Differenziale nachgewiesen werden wird. 

§ 66. Integration der Differential -Gleichungen zweiter 

Ordnung. 

Die Differenzial - Gleichung ist: 

d*y -\- adydx -\- x a £c -2 t/cfcc a = 0. 



Die Summe der letzten Glieder ist: a? v I (w 2 -f- au)e ux Vdu ; (1) 



die Summe der vorletzten Glieder ist: vx*~~ 1 I (2u-\-a)e ux Vdu; (2) 



die Summe des ersten Glieds in d 2 y und des letzten Glieds 
der gegebenen Differenzial - Gleichung ist: 



Gleichung (3) giebt v,+x a = 0, d. h. v. v — 1 -f-x 2 = 0, 
woraus v; oder, wenn v gegeben ist, x a bestimmt wird. 



Der integralfreie Theil gleich Null gesetzt, giebt w 2 -f-au = 0, 
woraus u=0 und u= — a folgt; und der Theil unter dem 
Integral -Zeichen giebt: 





Die Summen der Gleichungen (1) und (2) gleich Null ge- 
setzt, und Gleichung (1) theilweise integrirt giebt: 




r(2u + a)e« x Vdu — e«*3((u a + aü))V= 0, 



10 
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woraus: (v — l)(2u -f- a) Vdu — (u a -f- au)d V ss 0 , und 
F= C(tt 8 -f-au) v — 1 folgt, so dass die Differenzial-Gleichungen 
zweiter Ordnung sogleich vollständig integrirt werden können, 
und einen endlichen Ausdruck geben, wenn der Exponent (v — 1) 
gleich Null, oder gleich einer ganzen positiven Zahl ist. 

Beispiel 1. Ist gegeben: 

d*y + adydx — 2x~*ydx* = 0 , 

so folgen aus v.v— 1—2=0, dieWerthe v = 2 und v= — 1, 
und daraus die zwei endlichen Integrale: 

y = f <B 3 e"V + au)du ; i/ = f xV*(u a + ou)8u ; 
und die zwei unendlichen Integrale: 

Werden nach ausgeführter Integration die "Werthe u = 0 
und uz= — o substituirt , so sind die beiden partikularen Integrale: 

»=-°+T ; * = e_ax ( a + 4) 

Zusatz. Der Werth « = 0 giebt in der Bedingungs- 
Gleichung u' + au = u( w -f a ) = 0 : 

2 * 

1) a = 0; und ist Integral der Differenzial-Gleichung : 

d*y — 2ar-«yaV = 0. 

2) a = a , so dass a beliebig bleibt. In diesem Falle wird 

V a+ ^~' Integral der Differenzial-Gleichung: 
d7 y + adydx — 2x-Vx 5 = 0. 

sofo^iraus^vv^f geßeW: d>y + adydx -Qx-*ydx* = 0, 
und aus- u a -4- — .n 6 =° dieWerthe: v = 3 und r= — 2, 
" 1 ~ au — 0 die Werthe u = 0, u=-a. Man er- 
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hält demnach wieder zwei endliche und zwei unendliche In- 
tegrale. Die zwei endlichen sind: 

y = f lU^t* 1 + au)*du ; y = föv*(« a + au)*du , 
ocJ ocJ 

oder wenn nach ausgeführter Integration einmal u=0, und 
dann it = — o snbstituirt wird: 

Die beiden unendlichen Integrale sind: 

y = f x-h^iu* + au)-*du ; y = f aA^u 2 -f au)- 3 9u. 



Zusatz 1. In beiden Beispielen findet man ein Integral 
mit dem Factor e-**, und ein zweites ohne diesen Factor, als: 



,2 , 6a 12 

y = -a + -; y=a>- T +-p» 

Ob diese letzteren Integrale partikular, oder singulär 
sind, ist noch zu untersuchen. 

Es unterliegt keinem Zweifel, dass wenn im Beispiel 1 

das Integral y , = e -a *^a -f- partikular ist, das zweite par- 

tikulare Integral aus der Formel y a =y, J — —5— gefunden 
wird. Dieses ist: 

oder: 

»> = (• + 'rräv ~ ^fc^r) + • ' •) ' 

\ a+ x) \ a +T) 

Diess Integral enthält zwar auch nicht den Factor e~", ist 

2 

aber dennoch von y = a verschieden. 
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oder 



2 

Ferner ist das dem Integral y t = — — o coordinirte In- 
tegral nach bekannter Formel: y t =y, f c < t 

' J (j-°y 

ein Integral, welches zwar den Factor e-°* enthält, aber von 
Vi = (° + ~) e ~ ax verschieden ist. 

"Wie man nun aueh die Sache nehmen möge, Thatsache 
ist es, dass die vier Integrale y, , y lt y,, y A die gegebene 
Gleichung 

d 2 y + adydx — 2x~*ydx i = 0 

zu Null machen, wie man sich leicht durch Substitution tiber- 
zeugen kann. 

Dasselbe gilt von den vier Integralen der Gleichung: 
ä 7 y adydx — Qxrhjdx* = 0 , 
und allgemein von 

d*y -j- adydx — xjc-tydx* = 0. 



Ansatz 2. I m Integral y — — — a erhält man a aus 

r ind em (a-|-u) = — gesetzt, (und für u = 0) der 

"Werth ^ 

0* S ef unden wird. Der Werth a bleibt völlig 

unbestimmt » n j 

2 ntl all gemein, und die Substitution zeigt, dass 

«~~~~ a d ie Gleichung 

all -*n g s zu k n dty + ^ ~ 2 * lX ~ W 

^11 macht, also ein Integral von ihr ist. 
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0 2 
Diese Operation ö = -q- scheint anzudeuten, dass 2/ 3 =~ — 0 

ein singnläres Integral ist, und gleicherweise auch das ihm 

Tg— 

coordinirte Integral y 4 = y, I 2 • 

Doch haben diese Integrale nicht die Eigenschaft, die bei 
den singulären Integralen der Differenzial- Gleichungen erster 
Ordnung hervorgehoben wird, nämlich, dass sie die willkühr- 
lichen Constanten ausschliessen ; denn sie können so gut, wie 
die Integrale der ersten Art mit willkührlichen Constanten 
multiplicirt werden. 

Endlich ist noch die Frage, die hier weder bejaht noch 
verneint wird, ob nicht die zwei unendlichen Integrale, die 
aus den zweiten "Werthen von v der Gleichung v.r-l-2 = 0, 
nämlich aus v= — 1 gefunden werden, durch Reihen-Ent- 
wicklung ebenfalls vier neue Integrale liefern, die für alle 
Fälle, in denen die Reihen convergent sind, ebenfalls brauch- 
bare Integrale der nämlichen Gleichnng: 

* 

d*y -f- adydx — 2x-*ydx* = 0 

geben können. 

Diess fuhrt zu den schon vor einem Jahrhundert begon- 
nenen Untersuchungen über die singulären Integrale, bei 
denen es sich damals um die einhüllenden Curven handelte, 
die LaGrange sehr eingehend untersuchte. 

An die Differenzial- Gleichungen schliessen sich sehr viel- 
fache und sehr verschiedene Probleme , und an die Differenziai- 
Gleichungen zweiter Ordnung noch mehr, als an die Differenzial- 
Gleichungen erster Ordnung; und den verschiedenen Problemen 
müssen auch die verschiedenen Auflösungen entsprechen können. 

Besteht die Lehre, dass eine Differenzial - Gleichung 
der n ten Ordnung nur n partikulare Integrale haben könne, so 
müssen die übrigen als singulär genommen werden; Thatsache 
ist es, dass man bei Gleichungen der V. und VI. Construction 
mehr als n Integrale findet. Dann müssen aber auch die Unter- 
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schiede festgestellt werden, die zwischen partikularen und sin- 
gulären Integralen stattfinden. — Hier genüge es, diese Frage 
berührt zu haben. 

§ 66. Construction VI. 

Die Differenzial- Gleichungen dieser Construction haben 
die Form: 

d»« -f ad^ydx -f- bd*'ydx* -f . . hdycbr 1 + (a» + x,ar»)ydx» = 0. 

Die Differenzial -Gleichung zweiter Ordnung ist demnach: 

d 7 y -f- adydx + (a a + ^x-^ydx 2 = 0 . 

Es bleibt Alles, wie in der vorhergehenden Construction, 

nur tritt F=(u , -j-au-|-a J ) v ~~ 1 statt F=(u a -r-au) v— 1 ein. 
Die eine Beßingungs -Gleichung ist demnach u a au -f- cr a = 0, 
welche zwei Werthe von u liefert; die andere Bedingungs- 
Gleichung ist v.v — l-f-Xj = 0, welche zwei Werthe von v 
liefert. Daraus erhält man vier partikulare Integrale, von 
denen jedesmal wenigstens zwei unendlich sind. 

Beispiel. Ist die Gleichung gegeben: 

d*y + adydx — (6a a + 2x~*)ydx* = 0, 
so ist et, = — 6a 3 ; x,= — 2, und die beiden Wellie von v 
sind: v = 2, >= — 1. Die beiden Werthe von u sind: u=2a, 
w= — 3a. Die zwei endlichen Integrale folgen aus >=2: 

/•2a ^-Ba 

y= xV*(u a + au-6a')8u und y = LrV x (u a + au - 6a')9u, 

die nach ausgeführter Integration: 

y = e^(l-5a); t, = e'* ax (^+ 5a) 

geben. 

Zusatz 1. Ist u a -}- au -f- « a = 0 ein reines Quadrat, so 
hat u nur einen Werth, und es wird unmittelbar nur ein 
partikulares Integral gefunden. — Es sei z. B. 

d a y + adydx + (i a a — 2x-*)ydx a = 0 , 
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so wird das Integral, da «=— -i-a ist: 

y=z J(xV r (tt*+att+ia*)0tt), und giebt: y^x'h'^". — 

Das zweite Integral ist: y=x 3 e~ H*, was durch andere Opera- 
tionen gefunden wird. 

Zusatz 2. «Ist überdiess auch r. v — 1 -j-x a =0 ein rei- 
nes Quadrat, was eintritt, wenn x a = -i- ist, so wird ,,=: -^-> 

und yz=zx* J(e ttX (2u + a)- l du) wird ein unendliches, und ohne 

specielle Untersuchung unbrauchbares Resultat. — Im Ab- 
schnitt III § 33 wurde aus der Ableitung y=zx"e ux das 
brauchbare Integral gefunden: y=x*c~~ * ax , und als zweites 
Integral: y ~x*(logx)e~ * nx ; so dass in diesem Falle die ein- 
fache Function y = * v e Uie mehr zu leisten scheint, als die 

zusammengesetzte Function yz=x" je ux Vdu. 



§ 67. 

Um zum Schlüsse das ganze Verfahren übersichtlich zu 
wiederholen, soll das zweite partikulare Integral der obigen 

Gleichung au. der 1WO» fmf+mfm unmittelbar 

abgeleitet werden , obgleich sich daraus nur ein unendliches In- 
tegral ergeben wird. 

Ist yi=zx'^logxe uz Vdu, das vorausgesetzte Integral , dann 
wird: 

ady z^^avx 1 - 1 logxe ux Vdu (1) + jas v_ l #*Vdu (2) -f 



dx 



-f-Jaux v logxe^Vdu (3); 
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0 =jVr— lx" 2 logxe ux Vdu{4)+§(2v-l)x<- 2 e»*Vdu(Z) + 

+J , 2«x v - l e u *Vdu (6) + j^ms*- 1 logxe vx Vdu(7) -f- 

+§u>xUogxe ux Vdu (8). 
Wird die in der Differenzial - Gleichung m 

d 2 y-\- adydx ~\- (a 7 -f- ""V)^' — 0 
enthaltene Function ^-y mit (4) summirt und gleich Null 
gesetzt, so folgt: v.v — l-f-*i = 0' "Wird er,y mit (3) und 
(8) summirt, so folgt: f (u'-fau-f c,)x v logxe ux Vdw, wird 

nun dieser Ausdruck theil weise integrirt, damit er den Factor 

a v ~ 1 erhalte, und mit (1) und (7) als gleichartig verbunden 
werden könne, so folgt aus dem integralfreien Theile die Be- 
dingungs- Gleichung tt 8 -f- au + cr 3 = 0 ; der andere Theil unter 
dem Integral -Zeichen giebt, wie eine leichte Rechnung zeigt: 

F=(u a 4-au + a a ) v - 1 . 

Es bleiben noch die Gleichungen (2), (5), (6)., — 
Gleichung (2) ist mit (6) gleichartig und giebt, 

die theüweise integrirt mit (5) (|( 2y — ^~ 2 e ux Vdu^ gleich-. 

artig wird. Der integralfreie Theil giebt die Bedingungs- 
Gleichnng 2u-f-a=0, und der Theil unter dem Integral-Zeichen 

giebt: V=z (2u -f- a) v — Nun sollen die beiden Gleichungen 

Ubereinstimmen: F=(« 3 -f- au-f- or,)" -1 und V=z (2m o) v ~ *. 
Diess ist nur möglich, 

1) wenn «> + «« + «, ein reines Quadrat ist, 2»^!, 
so dass (u a -f a« + ö 2 ) v 1 = - ■ — - wird ; 
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2) wenn die Exponenten von (2u-f~°) in beiden Gleichungen 
gleich sind, also 2v — 2 = v — -§ , woraus vz=\ folgt. 
In diesem Falle ist x=| und cr,=|a a . 

Ist demnach die Differenzial - Gleichung gegeben: 
d*y -}- adydx +(-5- + "^"ä)^ 2 = 0 » 80 ist 



— w 



y =J^ + 0 )-^ dasind ■ 

-4- 

y = I x*(/ü# x)e ttX (2u -f a)— l du das andere partikulare Integral, 



—ia 



(3- + $ % a-)*Te ttX (2u -f - a) —1 8ti als vollständiges 
Integral der gegebenen Gleichung hervorgeht 

Zusatz. Diess Integral ist unendlich , während die directe 

Ableitung aus der Function y = x v e ttX die zwei endlichen In- 
tegrale der gegebenen Gleichung liefert Es wurde (III, § 33, 
Beispiel 2) y=xi e -* a *(£ + J0 logx) als vollständiges Integral 

der Gleichung d*y -f- adydx + -f- -^jydx*=zO construirt. 



§ 68. Integration der Differenaial - Gleichungen , die gleiche 

Wurzeln haben. 

Nach dem gewöhnlichen Verfahren giebt die Function 

„ = .'J>FfcO bei KU» Differenzial - Gleichungen kein 

brauchbares Integral, da sie V als eine Function mit negativen 
Exponenten liefert, und steht sohin gegen die einfache Function 

y = x v e MI , welche brauchbare Eesultate liefert, weit zurück. 

Vergleicht man überhaupt die Ergebnisse der IL und III. 
Construction mit denen der V. und VI. Construction , so zeigt 
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sich, dass die letzteren einerseits weit hinter den er stören zu- 
rückbleiben, und dass sie andererseits Probleme hervorrufen, 
die den ersteren unbekannt sind, wodurch angezeigt ist, dass 
die Gleichungen der V. und VL Construction noch durch andere 

allgemeine Sommenformeln , als bloss durch y = x v j"e*"T8t4 
zu integriren sind. 

Will man gleichwohl diese Differenzial - Gleichungen durch 
bestimmte Integrale auflösen, so bleibt kein anderes Verfahren 
übrig, als das bei den Ableitungen aus y = ac v e MX befolgte, 
nämlich, dass man alle gleichartigen Glieder einzeln gleich 
Null setzt, Dadurch entstehen z. B. bei der Differenzial - 
Gleichung des zweiten Grades: 

d 5 y -f adydx -f- (er, + xjcr 2 )ydx l = 0 
die drei nach x gleichartigen Summen: 

(*i -t-*,)* v - 2 Je"F8u (1); rx*- l ^(2u + a)e**Vdu (2); 

x v JV + au + a 3 )e"*Vdu (3) , 

woraus »j-f-x^O; 2u + a=0; u 1 + au -f- er , ss 0 gefunden 
wird. 

Diese Gleichungen können mit einander bestehen, wenn 
u , -|-ow-f- tt a = 0 zwei gleiche Wurzeln hat Es ist einleuch- 
tend, dass in diesem Falle die Ableitungen aus bestimmten 
Integralen mit den Ableitungen ans einfachen Functionen zu- 



Beispiel. Ist gegeben: 

d 7 y + adydx -f- (—a» — 3x~*)ydx = 0 , 



so wird einfach v.v — 1—3=0 aufgelöst und . 



,=±±10» 



1 . ^13 1 
=- — ^ab- 



gefunden, nnd y=zx 2 " 2 e 2 ist das Integral — Das 
gewöhnliche Verfahren würde F= (t**-f au +|a*) 3 2 
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geliefert haben, ein "Werth, der im Integral y = x" ^e^Vdu 

substituirt gänzlich nnbranchbar würde. 

Zusatz 2. Bei Gleichungen des dritten Grades , in denen 
tt 8 -j- Ott 1 -j- bu -j- ofj — 0 eine dritte Potenz ist, setzt man 
j-j + x^O; ebenso: 3« + o=0; 3tt'H-2ot»-f 6=0 ; 

u'-f ou a -f 6tt-f-o, = 0, wodurch das Integral y=x v e M * be- 
stimmt wird. Aehnliches gilt, wie von selbst einleuchtet, fllr 
Differenzial - Gleichungen jeder Ordnung. 

Znsatz 3. Ist r 3 -f-x 3 = 0, v t -\-x t — 0 und allgemein 
v n -\- x n -=zO nicht eine reine Potenz, und giebt sie sämmtliche 
Wurzeln verschieden, so ist das totale Integral: 

y = e u W + + -h . . «an 
Ist aber » ll + x w = 0 eine reine Potenz, wenn z. B. in 

5 1 

r, -4- * 3 = 0 e * wa x » = 2 ,,s g-»' — -27" gesetzt , also z. B. 

die Gleichung: 

d'y + 3a<J V* + 3o'Jt/dx' +(a 3 + p( 2 »- 2 - f* - 4f) ==0 
gebildet wird, so ist das Integral: 

y = x*e -ax O -f- $ log tt -f- <E (log *)*). 
Das Integral der Gleichungen n tor Ordnung ist in diesem Falle : 

y = a v e ttX C?l + 0 + € (%x) 5 + ! ), 

wie die Ableitungen aus y = x* e ux (log x)P zeigen. 

Znsatz 4. Entsprechende Formeln lassen sich bilden, 
wenn bloss zwei, drei oder (n — 1) Werthe von v gleich sind, 
was hier übergangen wird. 

§ ee. Integration von Differenzial -Gleichungen der fünften 

Construction. 

Im Vorhergehenden wurde darauf hingewiesen, dass nicht 
bloss Differenzial -Gleichungen zweiter Ordnung dieser Con- 
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struction , sondern auch in bestimmten Fällen Differenzial - 
Gleichungen höherer Ordnung integrirt werden können. Diess 
findet statt, wenn die Differenzial-Gleichung n ter Ordnung (n — 1) 
gleiche Wurzeln hat. 

Z. B. die Differenzial-Gleichung dritter Ordnung 

d 3 y -f- ad*ydx + bdydx 1 -f x^Sydx 1 = 0 , 

hat, wenn durch y = x v J*e M *F8u integrirt wird, die gleich- 
artigen Summen: 

(r, + x a )x<-z^c«*Vdu ; f,* v - a J(8u -f a)**Vdu ; 

Hat nun w 3 -f au 1 -+- &u = 0 zwei gleiche Wurzeln, ent- 
weder zwei Wurzeln u=0, (wenn 6 = 0 ist), oder zwei Wurzeln 
u = — ja, (wenn 6=r|a 3 ist), so kann die gegebene Dif- 
ferenzial-Gleichung integrirt werden. Doch haben bis jetzt 

weder die Ableitungen aus der Function yssa^e"*, noch die 

Ableitungen aus der Function y=x* J e ux Vdu irgend einen 

Anhaltspunkt für die Integration solcher Differenzial-Gleichungen 
dargeboten, so dass vorerst nichts anderes übrig bleibt, als 
diese allerdings integrirbaren Differenzial-Gleichungen den Ab- 
leitungen aus den bestimmten Differenzialen zuzuweisen, 
wo sie denn auch untersucht und integrirt werden sollen. 

• 

§ 70. Vergleichung der Ableitungen aus den Functionen 

y = x*e ux und y = x* j*e ux Vdu. 

Vergleichen wir die Ableitungen der vorstehenden Functionen, 
so ist klar, dass sie beide für Differenzial-Gleichungen n Ur Ordnung 
ursprünglich ganz die nämlichen (n -|- 1) Bedingungs-Gleichungen 
geben, die aus der Sumrairung der gleichartigen Glieder her- 
vorgehen. In den Ableitungen aus y = x*e u * wird jede dieser 
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Bedingungs - Gleichungen gleich Null gesetzt. Was ist nun der 
Grund , dass die Ableitungen aus y z=i x* e"? nur sehr beschränkte 

Auflösungen, hingegen die Ableitungen aus y=zx* ^e ux Vdu bis 

zu den Grenzen ihrer Leistungsfähigkeit sehr umfangreiche Auf- 
lösungen der Differenzial- Gleichungen geben? Der Grund ist ein- 
fach folgender: In der Construction der Differenzial-Gleichnngen 

aus x* ^e^VBu werden zwei ungleichartige Glieder durch par- 
tielle Integration gleichartig gemacht, wodurch eben eine Be- 
dingungs -Gleichung der Ableitung aus y=zx s e ux umgewandelt 
und erweitert wird. 

Werden nämlich zwei Bedingungs - Gleichungen durch In- 
tegration gleichartig gemacht und in eine zusammengefasst^ 
so entsteht eine totale DifFerenzial-Gleichung erster Ordnung in 
Beziehung auf F, die jederzeit integrirt werden kann. 

Diese neue Differenzial - Gleichung von V giebt zwar auch 
wieder zwei Bedingungs - Gleichungen , von denen die eine 
mit einer der ursprünglichen Bedingungs-Gleichungen vollständig 
tibereinstimmt, (die aus dem integralfreien Theile abgeleitete,) 
während die andere als Exponent auftritt, der nicht noth- 
wendig gleich Null sein muss, sondern allgemein eine 
ganze positive Zahl sein kann. 

Man verwandelt daher eine ursprüngliche einzelne Be- 
dingungs - Gleichung : /(r, u, a..) = 0 in eine allgemeine Be- 
dingungs - Gleichung : f(v } u, a..) = a; so dass, wenn erstere 
Gleichung nur eine Auflösung gestattet, letztere unendlich 
viele gestattet, je nachdem für a ganze positive Zahlen 
snbstituirt werden. Diess gilt jedoch nur da allgemein, wo 
zwei Bedingungs - Gleichungen zusammengefasst werden dürfen, 
also bei Construction I , II , HL Hingegen bei Construction IV, 
V, VI gilt es nur noch bei Differenzial - Gleichungen zweiter 
Ordnung , die immerhin die wichtigsten sind ; und für die übrigen 
nur bei besonderem Coefficientenbau. 
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Dass die Constructionen der Differenzial ■ Gleichungen 
durch bestimmte Integrale unvergleichlich mehr Auflösungen 
geben, als die Constructionen durch die einfache Function: 

y = x v e ux , hat also seinen Grund in der Umbildung und .Verall- 
gemeinerung einer Bedingungs -Gleichung. Es wird aber da- 
durch nicht mehr gewonnen, als dass ein Coefficient der Dif- 
ferenzial- Gleichung : 

d»y + aX l d n - l ydx -f- bX^d^ydx 1 -f . . . = 0 , z. B. a 

relativ allgemein wird, während die übrigen Coefficienten von 
a abhängig bleiben , aber allerdings mit den verschiedenen 
Werthen von a ebenfalls eben so viele verschiedene Werthe 
annehmen, also gegenüber den Coefficienten, die aus der Ab- 
leitung: y^a^e"* hervorgehen, relative Allgemeinheit haben. 
Die Integration der Differenzial - Gleichungen mit schlechthin 
allgemeinen Coefficienten wird dadurch nicht erreicht, und kann 
Uberhaupt durch Construction nicht erreicht werden. Aufgabe 
der Wissenschaft ist nur, zu erforschen, was die gewählten 
Functionen und Methoden leisten können, und was nicht. Fin- 
den sich Aufgaben , deren Lösungen nicht in diesen Functionen 
und Methoden enthalten sind, dann müssen die entsprechenden 
Ableitungen aus andern Functionen bewerkstelligt werden. Diess 
scheint der Weg der Wissenschaft zu sein. 



§ 71. Schlu Bube merk ung. 

Noch würde erübrigen, sowolü die Function y = x v J*e"* V'du 
auf die Gleichungen des fünften Abschnitts, als auch die 

Function yz=zx* Je^FÖu auf die Gleichungen des vierten und 

des fünften Abschnitts anzuwenden, um so mehr, als dadurch 
sehr wichtige und schöne Differenzial - Gleichungen relativ all- 
gemein integrirt werden. 

Diese Gleichungen sind um so wichtiger, als man durch 
die Function e* x|t ganz beliebige Exponenten von x in den 
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Differenzial - Gleichungen herstellen kann, da z. B. für e"** das 
letzte Glied einer Differenzial - Gleichung n tor Ordnung wird: 

x n x n ^ ~~ l ^ydx n , während dasselbe Glied für die Function e ux 
nur x n ydx n ist. Setzt man n(ji — l) = or, worin a jede belie- 
bige Zahl ausdrücken kann, so wird fiz=l-\-~, und durch 

diesen Werth können Differenzial - Gleichungen dieser Art con- 
struirt werden. Ist z.B. n(fi — 1) = 1, so werden Differenzial- 
Gleichungen von der Form d*y -f- . . . 4" xydx* = 0 durch 

y = x y Je^FSti integrirt, wenn ^=l-}--i- gesetzt wird. 
Ist z. B. in der II. Construction die Gleichung gegeben: 



so sind die Differenziale von x 1 ^e^Vdu folgende: 

Ä= rx w ~ 1 j^FÖtr + x v +^ 1 §uue«**Vdu; 

0 = v . v — lx v ~ 2 Vdu+ (2r+ n-l)x^~ 2 ^u f ie^ Vdu+ 

Durch ^fcjS werden die zwei Glieder des ersten Dif- 
x 

ferenzials mit den zwei ersten Gliedern des zweiten Differenzials 
gleichartig, und das letzte Glied wird gleichartig mit 

x 2 ar 2 ^ '"^dx 2 , woraus sich folgende Bedingungs- Gleichungen 
bilden : 

x v+2 r- 2 J(«V-*V x,1 P9t< (i); 

(a + 2v+ / i-l)x v+ll "" 2 j , u^ !1 Fdu (2) } 
(,.,_! 4- a^x* - 2 Je«* 1 FS« (3). 



160 

Wird Gleichung (1) theilweise integrirt, damit sie mit (2) 
gleichartig wird, so folgt: 

(i) = j + * - % v- v-x+r- 2 f w^(«v- **>n. 

woraus t*y — x*=0, u/< = ±x, u=± , und: 
(2) + * v +^- 2 Je-^((uV - *W = 0 

folgt. 

Letztere Gleichung giebt: 
(a + 2r + /* — F8« - 8((u V - x«) F) = 0 , 

woraus F=(uV-**) 2 f folgt. 

Ist der Exponent gleich Null, oder gleich einer ganzen 
positiven Zahl, so wird die construirte Gleichung durch 

y = x v Je"* 1 " Vdu integrirt. 

Gleichung (3), einfach gleich Null gesetzt, giebt: 
r(a -f v — 1) = 0 , woraus die beiden Werthe v=0undv=l — a 
folgen. Werden diese "Werthe im Exponenten 

a-4-2» — 0'~M) _. a aubstituirt , so folgt: 

2.« 

1) a = 0< + l) + 2/m (für v = 0); 

2) a = 2 — fc-f 1) — 2,/m (für v = l — ä), 

woraus, wenn // gegeben ist, der Coefficient a, und wenn a 
gegeben ist, die Werthe fi gefunden werden, wenn man für 
o die Werthe: 0, 1, 2.. substituirt. 

Beispiel 1. Ist gegeben: d'y x *xydx*z=zO , 

00 

so hat, da 2(^u — 1) = 1 ist, ft den Werth it= }- Daraus fol- 
gen für r=0 die Werthe: a = {4-3a und für v = l — a die 
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Werthe a= — \— Sa, so dass yza^e^u^ — x^fdu Integral 
der Gleichung ist: 

<ty + {^r) d y dx - ****** = 0 - 

wenn nach vollzogener Integration /< = |, u=±*x substituirt 
wird. 

Eben so ist 

y = x 2 J ^(uV — 

Integral der Gleichung: 

d*y - (±±^)dydx - x'xydx' = 0, 

wenn nach vollzogener Integration: /u = f, u = ±fx sub- 
stituirt wird. 

Beispiel 2. Ist die Gleichung gegeben (vergl. § 37): 

so folgt aus 2(^ — 1) = — 1 der Werth ft = \, und a= {-}-«, 
(für v = 0); eben so a = £ — a, (für v = (l — a)). Demnach ist 

y = jVV/' 1 - x 2 )°W 
Integral der Gleichung: 

wenn nach vollzogener Integration : /< = { , u = =fc 2x sub- 
stituirt wird, und 

ist Integral der Gleichung: 

? 1 — 2a xtyir 2 

+ — ( ^ X — T" = 0 ' 

wenn nach vollzogener Integration: ft = £ und M=db2x sub- 
stituirt wird. 

11 
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Die Gleichuag: d<, + 5^-« = 0, 

kann demnach für alle Werthe (a^z 2 ?^ 1 ^ integrirt werden, 
wenn p gleich Null oder gleich einer ganzen Zahl ist. 

Beispiel 3. In der Riccati sehen Gleichnng 

d*y - * a * V*' = 0 , 
ist a = 0 gegeben, und es muss /i gesucht werden, um die 
Fälle zu finden, in denen diese Gleichung durch einen end- 
lichen Ausdruck von der Form y = * v Je»^Fdtt integrirt 
werden kann. 

Es wird für v = 0, da a = 0 ist, die Gleichung 

+ 1) + 2^ = 0, 
1 4(14-«) 

also fi =-TTTa und P=2C«-i) = — TT^T ' 

Für v=l— a, d. h. für rssl, erfolgt die Gleichung: 
2-(,< + l)-2,,a=0, ^ = q^, 
undp = 2( /< -l) = _ T i^_. 

Demnach wird d 7 y — x,a; 1 + 2a yd** = 0 durch 
V = Je" x:x (uV — x 2 )**)« unmittelbar, d. h. ohne umgebildet 
werden zu müssen , integrirt , wenn nach vollzogener Integration 
M= — i _^ 2g uud m = zp (1 ~\- 2a)x substituirt wird. Eben 

-4g 

so wird cfy — x t x l + 2 *ydx* = 0 durch 
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integrirt, wenn nach vollzogener theil weiser Integration 

substituirt wird. 

Auf gleiche Weise werden die Differenzial- Gleichungen in 
allen sechs Constructionen integrirt , und es werden relativ all- 
gemeine Resultate erhalten. Wenn z. B. in der IV. Construc- 
tion für v = n — 1 und /< = — 1 (vergl. § 42) nur die eine 

Gleichung d n y -f- x^-^ydx" = 0 durch y •=. x* integrirt 

werden konnte, so wird durch y-zzx ^e ux ^"Vdu die allgemeine 
Gleichung: 

d*y 1 g*Üfegl | bdn ~Y x2 1 . . 1 l^gjjg - 0 

integrirt. Das Nämliche gilt von allen Gleichungen der übrigen 
Constructionen. 

Allein ein Blick auf die Ableitungen des IV. und V. Ab- 
schnitts zeigt, dass diese Constructionen einen Umfang an- 
nehmen, der die Grenzen der Prolegomena weit Uberschreitet, 
so dass sie eigens behandelt werden müssen. Hier genügt es, 
auf die Anwendungen hinzuweisen, da die Methode, um die es 
sich handelt, überall dieselbe ist. Die leitenden Grundsätze 
sind vollständig entwickelt, und auch der Gang der Unter- 
suchung .dürfte hinlänglich erprobt sein. Somit wenden wir 
uns zur Integration durch bestimmte Differenziale. 
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VIT. 

Integration durch bestimmte Differenziale. 



§ 72. Vorerinnerungen. 

1) Wenn die bestimmten Integrale schon seit Euler 
und Laplace in der Wissenschaft eingebürgert sind, so kann 
das Gleiche nicht von den bestimmten Differenzialen ge- 
sagt werden; an sie ist bei der Integration der Differenzial- 
Gleichungen noch nicht gedacht worden. 

2) Dass Di fferenzial- Gleichungen durch allgemeine Dif- 
ferenziale integrirt werden können, haben die Ableitungen des 
fünften Abschnitts gezeigt, wo hinlänglich viele solcher par- 
tikularer Integrale entwickelt worden sind , z. B. (§ 48) : 

als Integral der Gleichung: 

d> z + "d'zdx - x'dsdx* - *' (n ~ 2 W = 0. 

X X 

Von solchen allgemeinen Differenzialen wird hier nicht gehan- 
delt, sondern von Functionen, die bestimmte Differenziale 
sind, und in vollkommener Analogie mit bestimmten In- 
tegralen stehen. 

3) Bestimmte Differenziale sind Ausdrücke, wie z. B. 

in denen, wenn die Differenzirung nach der unabhängig Ver- 
änderlichen u vollzogen ist, die durch die Bedinguugs - Giei- 
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chungen gegebenen Werthe von u z. Ii. x substituirt werden, 
so dass y als Function von x und y. , hervorgeht , und als das 
gesuchte partikulare Integral erscheint. So ist z. B. 

»/ = — nach vollzogener Differenzinmg : y=~^ 

Ist nun durch eine Bedingungs - Gleichung etwa w = — a 

x ß—ax g— «* 

gegeben, so wird y=z — das gesuchte partikulare 

Integral, wofür auch gesetzt werden kann: y = €ue~ ax -\-e~ ax , 
wie hinlänglich bekannt ist. 

Ob für diese obere Grenze u — — a, (in Analogie mit 

dem Integral: j* eine eigene Bezeichnung eingeführt werden 

soll, (etwa d~ a ,) kann dahingestellt bleiben. — Die untere 
Grenze versteht sich von selbst, und ist dadurch gegeben, dass 

nicht y = "^r ; ("ir) + c ' somleTa y= ~^K"V) con ' 

struirt wird, also unbedingt C=0 gesetzt werden muss, so 

1 / e" s \ 

dass beide Ausdrücke, U = ~ JJj* ^\~^~ ) zu ß^ cner ^ eit 

gleich Null werden, was im gegebenen Beispiel durch «=rpcc 
dargestellt werden könnte. 

Die entsprechende Bezeichnung würde dann: 

von der jedoch kein Gebrauch gemacht wird. 

Besondere Fälle, die wie bei den bestimmten Integralen 
auch bei den bestimmten DifFerenzialen , die Function, z. B. : 



d. h. eine Summe von Functionen erfordern, werden sich in 
der fünften und sechsten Construction ergeben. 
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4) Es ist einleuchtend, daas bestimmte Differenziale von 
der Form 

i, = -i r 9(e«(«'-*>)'") 

niemals besonders brauchbare Integrale geben können. Denn, 
wird nach vollzogener Differenzirung u=x substituirt, so wird 
y unendlich, wenn a negativ ist, oder Null, wenn a eine 
ganze positive Zahl, grösser als 1, ist. 

Ist aber a gleich Null , oder gleich 1 , dann reducirt sich 
y in jedem Fall auf y = a? v c ttX , und liefert nichts Neues, da 
die directen Constructionen des dritten Abschnittes aus dieser 
Function geführt wurden, wozu man also nicht den Umweg 
durch bestimmte Differenziale zu nehmen braucht. 

Solche Formen von Functionen also, die als bestimmte 
Integrale Vorzügliches leisten , z.B. y = jV x (u 2 — x 5 ) 0 *^ 

1 s 

können als bestimmte Differenziale: y = -r^-8(c ttX (u a — x 2 ) ) 

nichts Besonderes leisten; und weil man bloss solche Formen 
bei bestimmten Integralen behandelt hat , so mag hierin der 
Grund liegen, warum die Integration durch bestimmte Dif- 
ferenziale nicht in Angriff genommen, ja nicht einmal erwähnt 
oder erwogen wurde. 

5) Wenn es sich in der Theorie der Integral - Rechnung 
von selbst versteht, dass die Integrationen durch bestimmte 
Differenziale vorausgehen, und dass die Integrationen durch 
bestimmte Integrale nachfolgen, so kann in einer freien 
Discussion, wie gegenwärtige Prologomena sind, wohl die ent- 
gegengesetzte Ordnung eingehalten werden. Es sind die Ge- 
sichtspuncte verschieden. In der Theorie ist das systematische 
Prinzip massgebend, in der freien Discussion das historisch- 
kritische Prinzip. Die Integration durch bestimmte Integrale 
konnte sogleich in Angriff genommen und zur Theorie aus- 
gebildet werden, weil schon namhafte Versuche dieser 
Integrations-Methode vorlagen. Hingegen für Integration durch 
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bestimmte Differenziale lag gar nichts vor, es boten sich keine 
Anknüpfungspunkte dar; und darum musste nntersucht werden, 
ob nicht, da nun einmal Integration durch bestimmte Integrale 
stattfindet, auch Integration durch die, ihnen analogen, be- 
stimmten Differenziale möglich sei , woraus sich die Aufeinander- 
folge der Untersuchungen von selbst ergiebt. 

6) Bedenkt man aber, wie sehr sich die Integrale 
gewöhnlich durch Energie und Leistungsfähigkeit ihrer Opera- 
tionen vor den Differenzialen auszeichnen, so kann man in 
Zweifel kommen, ob man Differenzial-Methoden Uberhaupt noch 
zu untersuchen und einzuführen habe, wenn man bereits die gros- 
sen Integral- Methoden hat, und man kann fragen, wozu? — 

Wenn nämlich die Differenzial-Methoden nicht mehr lei- 
sten können, als die Integral-Methoden, so dürften sie als ziem- 
lich überflüssig erscheinen. 

7) Aber in der exaeten Wissenschaft ist nicht der Erfolg 
allein entscheidend, sondern vielmehr die Erkenntniss als solche. 
Die Resultate kommen erst in zweiter Linie in Betracht Liegt 
einmal eine Aufgabe vor, wie hier die Integration durch be- 
stimmte Differenziale , so sind ihre wesentlichen und speeifischen 
Operationen zu ergründen und festzustellen, damit überhaupt 
Erkenntniss gewonnen und vermehrt werde. 

Was die Resultate betrifft, so giebt es Probleme , die durch 
Differenzirung, und Probleme, die durch Integrirung gelöst 
werden können ; die einen können nicht immer durch die andern 
ersetzt werden. 

Ueberdiess ist unser wirkliches Wissen verschwindend 
klein im Vergleich zu unserm möglichen Wissen; methodische 
Lehren erstrecken sich aber auf alles Wissen, auf das wirkliche, 
wie auf das mögliche, und darum sind methodische Erkenntnisse 
jederzeit Gewinn, da man nicht voraussehen kann, was noch im 
Schoss der Wissenschaft verborgen liegt. Es hat sich ergeben, 
dass bestimmte Integrale nicht Alles leisten; es kann sich er- 
geben, dass Integration bei Functionen mehrerer unabhängiger 
Variabein gar nicht möglich ist, während unbedingt DÜFeren- 
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zining nicht nur möglich, sondern jederzeit sehr leicht ist. 
Und dann weiden auch in zweiter Linie die Resultate nicht 
fehlen. 

Darum mögen die bestimmten Differenziale als 
neues methodisches Element neben jien übrigen Integrations- 
Methoden eintreten; es werde versucht, ihre Theorie zu begrün- 
den und zu gestalten, und die fortschreitende Wissenschaft 
wird die gewonnenen Resultate sammeln und vermehren. 



§ 73. Auffindung der speeifischen Operationen, die bei der 
Integration durch bestimmte Differenaiale eintreten. 

Die speeifischen Operationen bei der einfachen Function 
yz=.x*e ux bestehen darin, dass man in den construirten Dif- 
ferenzial - Gleichungen die gleichartigen Glieder zusammenfasst, 
und die Summen einzeln gleich Null setzt, wodurch man bei 
Differenzial- Gleichungen der n ,en Ordnung (n-f-1) Bedingungs- 
Gleichungen erhält , aus denen die unabhängigen Variabein und 
auch die Coefficienten der Differenzial - Gleichungen bestimmt 
werden. 

Die speeifischen Operationen bei dem bestimmten Integral 
y = j* x e ux Vdu bestehen darin, dass man erstens in den con- 
struirten Differenzial -Gleichungen die gleichartigen Glieder zu- 
sammenfasst, wodurch man dieselben Summen erhält, wie 
bei den einfachen Ableitungen aus y = x v e MX ; dass man dann 
zwei dieser Summen nicht einzeln , sondern mit einander gleich 
Null setzt, und sie durch theilweise Integration gleichartig 
macht, wodurch man wieder zwei Bedingungs - Gleichungen er- 
hält: eine aus dem integralfreien Theilo, der mit der entspre- 
chenden Gleichung der Ableitungen aus x v e"* ganz Ubereinstimmt, 
™*d gleich Null ist, und eine zweite aus demTheile unter dem 
Integral -Zeichen, die, wie im Abschnitt VI bewiesen wurde, 
em Exponent ist, und nicht mehr gleich Null zu sein braucht, 
sondern jede ganze positive Zahl sein kann, so dass statt eines 
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einzigen "Werthes jetzt nun unendlich viele Werthe eintreten, 
woraus sich die Reichhaltigkeit der Resultate , die aus den 
bestimmten Integralen abgeleitet werden, im Vergleich zu den 
Ableitungen aus einfachen Functionen, vollkommen erklärt. 

Was sind nun die speeifischen Operationen bei den Con- 
struetionon aus bestimmten Differenzialen ? Diese aufzufinden, 
wird die Aufgabe der nun folgenden Untersuchung sein. Da 

die erste und vierte Construction aus y=-^—d(x'e ux V) ganz 

mit den Constructionen aus ac^e** übereinstimmende Resultate 
geben müssen, (gerade so, wie bei den Constructionen aus 



x*e* x V'du,) so Ubergehen wir sie hier, und wenden uns so- 
gleich zur zweiten Construction. 

§ 74. Conetruction II. 
Die Differenzial - Gleichung zweiter Ordnung dieser Con- 
struction ist d*y -f- ad ^ lx — x^ydx 1 = 0. 

Entwickeln wir zuerst die Diflerenziale von y = ~^~o( eVi » 

Diese Werthe in obige Gleichung substituirt geben: 

^ ( „V<K) + £ - ^"V) - *'-U(e"K) = 0. 

Das erste und dritte Glied sind in Beziehung auf x gleichartig, 
das zweite ist ungleichartig , und würde , wenn man es einfach 
gleich Null setzen wollte, a = 0 geben, wie bei der Ableitung 
aus y = e MX . 

Statt dessen macht man die Glieder durch Differen- 
zirung gleichartig, und sucht dadurch andere Bedingungs- 
Gleichungen zu gewinnen. 
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Das Glied JLs(uV*F) differenzirt, giebt: 

xuh"*V (1) + 2ue«F (2) + JLuWF (3) ; 



das Glied: ^_-g( e «F) differenzirt, giebt: 

— x**0*V (4) - -^"^V (5); 
ebenso .i-^uc'»^) differenzirt, giebt: 

0 «e-F(6) +±^-e«8(uF) (7). 

Die Glieder (1) und (4); ebenso (3) und (5) als gleichartig 
sumrairt, geben gleichmässig u 1 — x' = 0, also «=±x. 



Die Glieder (2) und (6) geben (2 -f a)«e M F=0, und (7) 
a 1 



giebt ^. 1 d(uF) = o. 



Daraus folgt 2-j-a = 0, also o= — 2; und 0(uF) = O, 
also F=i-. Es ist daher: y=^(^") Integral der Dif- 
ferenzial - Gleichung : 

d , jf _2dydx_ 

X 

wenn nach vollzogener Differenzirung tt = ± x substituirt 
wird. Nun ist 



1 / /e"\\ _xc^ _e^_ 



demnach ist 

xe e , =hxx ±x-t 

!/ = -qp- ~i oder ij = xxe e 

— j— x x 

das Integral der gegebenen Gleichung, wie auch die Substi- 
tution zeigt. 
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Zusatz 1. Das Prinzip der Integration durch bestimmte 
Differenziale ist also das nämliche, wie das Prinzip der Inte- 
gration durch bestimmte Integrale. Macht man bei letzterer 
die ungleichartigen Glieder durch Integration gleichartig, so 
macht man sie bei der erstem durch Differenzirung gleichartig, 
und dadurch vertauscht man eine beschränkte Bedingungs- 
Gleichung mit einer allgemeinen. 

Zusatz 2. Zwar wird nach dieser Ableitung zunächst 
auch nur eine Differenzial-Gleichung integrirt, nicht mehrere, 
gerade wie bei den Ableitungen aus dem einfachen Integrale: 
y a= x v c"* ; aber dass dessen ungeachtet aus bestimmten D i f- 
ferenzialen mehrere, ja unendlich viele Gleichungen integrirt 
werden können, wird sich später zeigen. 

Zusatz 3. Als Resultat ergiebt sich, dass in diesem 

Falle die Gleichung gilt: 8(«F) = 0, «F=c, F=-. Diess 

u 

kam ziemlich unerwartet, ist aber von theoretischem Werthe, 
weil es ein anderwärts lange andauerndes Missverständniss 
beseitigt 

Es ergiebt sich nämlich bei der Integration durch bestimmte 
Integrale , z. B. in dem Oben behandelten Fall , die Bedingungs- 
Gleichung («* — x 2 ) in Verbindung mit V, so dass (u a — x*)F 
gleich Null ist. Da nun in diesem Falle aus der Integral- 
Gleichung auch K= (u 2 — x 2 ) a— 1 gefunden wird, so ist die 
gewöhnliche Lehre: dass F=0 gesetzt werden müsse. Diess 
ist in diesem Falle zwar nicht unrichtig, aber doch nur zu- 
fällig richtig. Denn der Ausdruck: (u 8 — x*)V ist durch den 
Factor (u 2 — x 2 ) gleich Null, und dass V, wie sich aus der 
Differenzial-Gleichung ergiebt, ebenfalls Function von (u a — x 5 ) 
ist, ist eine Folge, und nicht der Grund. 

"Wenn daher gelehrt wird , dass man V gleich Null nehmen 
müsse , um den Werth von u zu bestimmen , so ist diess eine 
Verwechslung der Folge und des Grundes. Der "Werth « nämlich 
wird aus der Bedingungs- Gleichung u 2 — x 2 =0 bestimmt, und 
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dieser Werth in V substituirt, macht V ebenfalls zu Null. 
Denn die Function Tmuss nicht unbedingt gleich Null sein, wie 
(u a — x 2 ) unbedingt gleich Null ist. Denn bei der Integration 
durch bestimmte Differenziale ergiebt sich wohl auch unbedingt 
(u 2 — x 2 )=0, nicht aber F=0, wenn m = ±x substituirt wird 

Denn da V= — ist, so wird nach geschehener Substitution 
x 

Diess Resultat zeigt demnach, welcher Factor in 
(tt* — x r )J r =0 unbedingt gleich Null gesetzt werden müsse. 
Bei bestimmten Integralen ist hierin eiue Verwechslung mög- 
lich , da beide Factoren zusammentreffen ; bei bestimmten 
Differenzialen aber in keinem Falle. — Das Gleiche gilt von 
Differenzial - Gleichungen der n ten Ordnung. Bei der Integration 
durch bestimmte Integrale ist z. B. die eine Bedingungs- Glei- 
chung: (u n — x n )r=0, und eine zweite: V=(u n — x n )' l ~ l j 
hingegen bei bestimmten Differenzialen ist V=cu l - n , d. h. 

V-=z— — ~ — — , so dass augenblicklich klar ist, dass in 

(u n — x N ) V nicht der Factor V, sondern der Factor (w* — x n ) 
gleich Null ist. 



§ 75. Ableitungen aus y = ^(\e" x V). 



Wird die Differenzial -Gleichung gebildet: 
so sind folgende Glieder gleichartig: 



173 

(1) die ersten Glieder des ersten nnd des zweiten Differenzials ; 
sie geben die Bedingungs - Gleichung : 

av -f- v . v — 1 = 0; 

(2) die zweiten Glieder des ersten und des zweiten Differen- 
zials; sie geben die Summe: 

(3) das dritte Glied des zweiten Differenzials und — y}y ; 
sie geben die Summe: 

Verbindet man (2) und (3), so entsteht die Gleichung: 

Werden die angedeuteten Diflferenzirnngen ausgeführt, so folgt: 
(a -f 2 v)x* ue" V + " 1 e«*d(u V) + 

4-x +1 (« a -x J )e«F+ 2xue»*V+ |^(u 3 ~ x*)e«*dV. 

Die Glieder dieser Gleichung sind ungleichartig ; sie haben 
a? v , a? v ~ 1 , a: v + 1 zum Factor. Es folgt daher: 

(a) x*e^(a + 2r + 2 ) uV+*?^dV)=0 ] 
{ft ) ^ + 2, V - 1 e»'a(uF) = 0; 

Aus Gleichung (y) folgt (u 2 — x 2 ) = 0 ; u = =fc x ; 

M a — x ? 

Aus Gleichung («) folgt, (da —7^ — dV wegen des Factors 

(u 2 — x 8 ) = 0 ausfallt) : a -f 2v + 2 = 0. 

Aus Gleichung (/¥) folgt: d(uV)z=0\ «F=c; F=— ; (da der 

u 

Factor (a-f-2»-) nicht gleich Null sein kann, intern 
a-f-2r + 2 gleich Null ist.) 
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Gleichung a + 2* + 2=0 mit (1): av-f v.*— 1 =0 ver- 
glichen giebt: — y . (v + 3) = 0 , y=0, v = — 3, so dass 
ci= — 2 (für y=0) und a= + 4 (für y = — 3) wird. 

Es ist daher yz=x 9 d(~y d. h. y = d(^j Integral von 

(e nz \ 
— 1 Integral von 

Also auch für y = ^(e-* F) ist d/(uF) = 0 die diese Con- 
struction charakterisirende Operation. 

§ 76. Differenaial-Gleichungen dritter und höherer Ordnung aus 



Da die Differenziale dieselben Coefncienten geben, wie die 
jrenziale der Ableitungen aus y = x v e" x , oder aus 

y=x' jV x F0u, so dass nur -i«8(e«* V) statt f* oder statt 
jV'FSu substituirt zu werden braucht, so wird einfach auf 



E, werde die Gleicheng £ + ^ + J£ - x'y = 0 
gebildet. 

Die Summe der ersten Glieder des ersten, zweiten und 
dritten Differenzials giebt die Bedingungs • Gleichung : 
y, -f- av t -f- bv = 0 ; die Summe der zweiten Glieder giebt : 
3i' a -+- 2av -f-6=0. Die Summen der dritten und vierten 
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Glieder nebst — x z y werden nicht mehr getrennt, sondern 
zu einer Gleichung zusammengenommen und geben: 

~ V*" V) + |^((u> - «V V) = 0. 

Werden wieder die angedeuteten Operationen des Differ- 
enzirens ausgeführt, so erhält man Glieder mit den Factoren 

a? v ~ 1 , x* und die ungleichartig und demnach einzeln 

gleich Null sind. 

Es wird also: 

( ^^-V*S(«'F) = o, 

(3v + o)o; v e«*« a F-f 3a v e"u'F + |^"(u 3 — x J )8F=0, 
a*+ 1 ( w »-_x 3 )e"F=0. 
Aus der ersten Gleichung folgt die charakteristische Operation : 



8(«»F) = 0, u'F=c, F=^; 

Aus der dritten Gleichung folgt: w* — x a = 0, woraus x be- 
stimmt wird. 

Biess in die zweite Gleichung substituirt giebt: 

a -f 3* -f- 3 = 0. 

Diese giebt in Verbindung mit der ersten und zweiten Be- 
dingungs - Gleichung : 

* 3 + av 7 + 6i» = 0 ; 3*, -f 2a»- + 6 = 0 

die entsprechenden "Werthe a, b und r. — Und zwar wird: 

o= — 3(y + l); 6 = 3*. v + 3; endlich 0 = v.v4-l.i- + 5. 

Letztere Gleichung giebt drei Werthe : r = 0 , v = — 1 , 
v= — 5. Je nachdem i=0, y = — 1, >-= — 5 gesetzt wird, 
folgen die Werthe: 

o=— 3, o=0, a=12; 6=D, 6 = — 6, 6 = 30. 
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x — 1 / e ux \ 

So ist z. B. y=. -^T~ J Integral der Gleichung : 

dx* x*dx J ' 

weil für v = — 1 die Coefficienten a=0, 6 = — 6 folgen. 
TL s. w. 

Zu 8 atz. Die fllr die Gleichungen aller Grade ganz gleich- 
förmig erfolgenden Bedingungs- Gleichungen zeigen, dass bei 

den Constructionen aus y z=z -^-d(e ux V) die characteristischen 

Operationen der so construirten Gleichungen folgende sind: 

für Gleichungen des zweiten Grades: ^(«F) = 0, 

fllr Gleichungen des dritten Grades: d(u 1 V) = Q , und 

für Gleichungen des n t8n Grades: ^(u«- 1 r) = 0. 

Diess versteht sich übrigens zunächst nur von Gleichungen der 
II. Construction. 



g 77. Ableitungen auu jf ==-^9(F0(«"*F)). 

Die Ableitungen aus y = x*d(e ux V) geben bloss einzelne 

Differenzial- Gleichungen, wie die Ableitungen aus y=x v e ux ; 
sie sind daher von der Allgeraeinheit der Ableitungen aus dem 

bestimmten Integrale y as x v J e ttx Vvu sehr weit entfernt. 

"Wenn nun die Ableitungen aus den einfachen Functionen 
y — x*e" x kein Mittel der Erweiterung ihrer Resultate haben, 
so bieten sich bei den bestimmten DifFerenzialen diese Mittel 
von selbst dar, indem man statt einmal zu differenziren, mehrere- 

male differenzirt, und z. B. y= J5L8(F8(rf* P)), und ali- 
as 7 

gemein y =z ^— d( Vd( . . d(e ux F))) setzt , wodurch dieselbe 
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Allgemeinheit, die bei bestimmten Integralen erreicht wird. — 
Der Rechnungs - Auf wand ist nicht ganz der nämliche. Denn 

ist z. B. x v J(m' — K t )«~ 1 cP at 9tl zwar ein sehr einfacher Aus- 
druck, so ist, wenn man die endliche Function finden will, 
ormal theilweise zu integriren, während hei 



(2t*)° 

auch amal differenzirt werden muss, was leichter ist. 
Construirt man die Differenzial - Gleichung : 

r 

so erhält man ursprünglich dieselben Gleichungen wie hei der 

Construction aus x'd{e ux V), nur dass Uberall d(Vd(e uz V)) 
statt d(e u * V) gesetzt wird. 

Die Gleichungen sind demnach: (§ 75) 

(1) av + v . v — 1 = 0 ; 

(2) - x V* V) + q ^ 2 V ~ 1 8( K8(ue- F j) = 0. 

Das Glied ^{Vd^ — ^)a HX V) (I) giebt nach zweimaliger 

Differenzirung : erstens Glieder , die noch (m 8 — x 1 ) zum 
Factor haben, und die hier weggelassen werden, da sie durch 
die Bedingungs - Gleichung u 7 — x a = < ) ausfallen ; zweitens 
Glieder, die nicht mehr (w 9 — x*) zum Factor haben, und die 
folgende sind : 

a v +V*.4uF a (1); ^- e »*AuVdV (2); ^L c »* .2Vd(uV) (3). 

12 
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Das Glied ^i^x v ~ 1 8(F9(ue MX V)) giebt: 



a>+V»(a-f-2»')«F a (4); |L e «( a + 2»)uW (5) ; 
|U«(a + 2,) Vd(uV) (6) ; + 2»)(f» + ^ f) (7) ; 

a 1 e-(a + 2,)(-^ r - 4 - W j(8). 

Nimmt man die gleichartigen Glieder zusammen, und setzt 
sie einzeln gleich Null, so folgt: 

a + 2v-f4=0(au8l+4); eben so: 0 + 2^ + 4=0 (aus 2 + 5); 

(3 + 6) geben entweder a + 2i'-f-2 = 0, oder d(u V) = 0. Da 
a + 2v-|-2 = 0 durch die Gleichung a-f-2y-|-4= o ausge- 
schlossen ist T so folgt die characteristische Operation 

8(uF) = 0, uV=c, V=z-^. 

Die Gleichung (7) wird Null durch V 2 -f ^ VdV=zO , 

woraus ^J- + — = 0 , die nämliche characteristische Opera- 
V u 

tion uV=ic folgt. 

Dasselbe folgt aus Gleichung (8): 2 VdVdu + Vuö> 7 = 0. 
Sie giebt einmal integrirt: dVz= — C —^- } und nochmal in tegrirt: 

V— — , was die characteristische Operation ist. 

Es folgen demnach für das Integral: 
die Bedingungs - Gleichungen : 

u s — x v =0 F=-~; a4-2»-f4=0; v.v— 1 -j-a)-=0. 

Die letzte Gleichung giebt: 

— y(v + 5) = 0, v=0, v = — 5 ; und a = — 2v — 4, 
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und diese Function integrirt die Differenzial - Gleichung : 



wie auch die Substitution zeigt. 

■ 

Zusatz 1. Es ist zu vermuthen, dass, wenn die Dif- 
ferenzial - Gleichung 



gegeben ist , für die aufeinanderfolgenden partikularen Integrale : 



J^d[V(d...d(e«*V)y\ 



die Bedingungs- Gleichungen : 

(u 2 — x«) = 0, uF=c, v.v — l+av = 0 
unverändert dieselben bleiben, und dass nur die vierte Be- 
dingungs- Gleichung der Reihe nach wird; a -f- 2i> -J- 2 ss 0 
fürcr=l; a-j-2»--f-4=0 für <r=2, o + 2»- + 6=:0 für «=3 
und allgemein a -f 2»- -|- 2« = 0. 

Für cr=:0, also für y=x*e»* wird a + 2y = 0, und 
v.v— l-f-a» = 0 giebt: v(r-fl) = 0, also y=0, * = — 1, 
und a = 0, a=2. 
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Für «=1, also für wird a -f- 2, + 2 = 0 ; 

und v.v — l-fav=0 giebt: y.y + 3=0, also v=0, r=— 3, 
und a — — 2, a — ~f" 4. 

Für a=2, also y==-^«(i-«^))wird 04-2^4=0, 

und v.v — 1 -{-av=0 giebt: v.v-j-5=0, also v = 0, v= — 5; 
und a = — 4, a = -\-6... 

Für « = «, also für y = -^»(-^ ' ■ d {^)) wird 

a-f2v + 2«=:0, und v.v-l+av=0 giebt: v(*+2a+l)=0, 
also v = 0, v = — 2a — l, und a = — 2a, 0=+(2a+2). 

Es ist daher y = ^—d^(d . • ^tegral von 

ii__2fdy__ x2 « = 0, und 



ckc J 1 xdx 

Z.B. für « = 0, also für y=a: v e" x bilden sich die Gleichungen: 
*) ~ßr — ■ x'y = 0 ; Integral : e ux ; 

2) ^ + H" ~ *** = ° ; Inte S ral: *~ ,c " 

Zusatz 2. Dass die Bedingungs-Gleichungen : u 4 — x'=0, 
==c » v.v — l-j-a»' = 0 für alle Werthe von a unverändert 
leselben bleiben, fällt in die Augen; dass aber die vierte 
"igungs - Gleichung der Reihe nach wird: 
a + 2 v== 0; o-f-2»- + 2=:0; a- r -2v + 4=0;..a+2»4-2a=0 ) 
•j^. nic ht unmittelbar einleuchtend, und rauss bewiesen werden. 

Se Gleichung entsteht dadurch , dass bei wiederholter Dif- 
erensirung die Glieder im Ausdruck I} we i che (V — **) zum 
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Factor haben, (die, wenn nicht aufs Neue differenzirt würde, 
ausfielen), durch neue Dill'erenzirung : 8(u a — x 5 ) den Factor 
2u liefern, der sich mit den entsprechenden Gliedern des Aus- 
drucks II summirt, so dass, weil im Ausdruck II dieFactoren: 
(a -f 2v) , (a -f- 2v-f- 2) . . . enthalten sind : (o + 2») in (a -f 2v + 2) ; 
(a -|- 2v -j- 2) in (a -{- 2v -|- 4) u. s. w. übergeht, was nach dem 
gewöhnlichen Gang des Inductions - Beweises , wenn von a zu 
(a-f-l) fortgesch ritten wird, in exactcn Operationen bewiesen wird. 

Zusatz 3. Construirt man für 1=0 die Integrale: 
y=Z (Öu)° u d " h * y— e ^ ' y = e ~ /r » ( da «=±5« ist). 

u. s. w. , so sind sie der Reihe nach Integrale der Gleichungen : 

wie man sich durch Substitution leicht überzeugen kann. 

Aehnliche Integrale und entsprechende Differenzial - Glei- 
chungen können aus 

V ~ (du)* 
leicht construirt werden. 
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§ 78. Differenaial-Gleichungen dritter und höherer 



Ordnung. 



Die Differenzial- Gleichung dritter Ordnung: 



~tof + xdx* + «»cte y 



hat als characteristische Operation: 8(u s F)=rO, also K— -y. 




(u 3 -x 8 )=0; r,+flr a -|-fcssO; Sr.+to+teO; a+3v+3=0; 



u a — x^O; v,+ ar a 4-6r = 0 ; 3r a +2a»-+& = 0; a+3i+6 = 0; 



u 8 — x 8 =0; v|-ar a -|4pB0; 8r a +2ar+fc=0; a+3v+3a=0. 
Daraus folgt: o = — 3(v + a) ; 6 = 3*(v -f 1 + 2« ); 



Es genügen demnach drei Werthe r, (r=0, r= — 1, v=— (2-f 3or)), 
wodurch auch 3 Werthe a und drei Werthe 6, also drei ver- 
schiedene Differenzial - Gleichungen construirt werden. 

- Ist a=0, also ysra^e"* , so entstehen aus v = 0 die 
Werthe: a=0, 6 = 0; aus v = — 1 die Werthe: a = 3, 6 = 0; 
aus *>==_ 2 die Werthe: a = 6, 6 = 6, und drei verschiedene 
Differenzial-Gleichungen mit den Integralen: y = e MX , ysr«- 1 «"*, 



so werden die Coefficienten der Differenz ial-Gleiehung : a=— 6; 
& =0, (für v = 0); az=— 3; 6 = — 12, (für v = — 1); 
a = 18; 6=72, für (v = — 8). 




und allgemein für das Integral y 



0 = v(>- + l)(r + 2-|-3a). 
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So ist z.B. für >' = — 1 die Function: ffms^ß^f^j^ 
d. h. y = xe x — — h—r— I nte g ra l der Gleichung: 



xdx* x 7 dx 

Znsatz. Ganz analoge Formeln entstehen für Gleichungen 
vierter, fünfter . . und überhaupt n ter Ordnung, deren charak- 
teristische Operation u*- x V—c und deren Integral 

y = — »f-^T» • • »(^rrV) 
(t)u) a V« n_l Vu»-'// 

Die weitere Ausführung kann der allgemeinen Theorie 
überlassen bleiben. 



§ 70. Constroction HL 
Ist die Gleichung der dritten Construction gegeben: 

so bleibt Alles, wie in der vorhergehenden Construction, bis 
auf die Gleichung der ersten Glieder, welche, da sich auch 

—ydx n zu ihnen summirt , folgende wird : 

v n + ai'n-i + • • — s n = 0 , woraus die n Werthe von v 
bestimmt werden. Die Gleichungen für die Coefficienten 
o, b, C..A bleiben die nämlichen, ebenso: u" — .x w = 0. 

Es soll nur ein Beispiel behandelt werden, da die weiteren 
Entwicklungen hier, wie bei den entsprechenden Ableitungen 



aus 



y =J*as v e^FiH* übergangen werden. 



Beispiel. Es werde wieder die B e s s e l'sche Differenzial- 
Gleichung durch y = - M--d . . c/1 II integrirt 
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Diese Gleichung ist: 

demnach s n = , x„ = — 1. Ans t* 3 -f 1 = 0 folgt : u= ± i. 

Die Bedingungs - Gleichung : v.v — 1 -f- av — s n = 0 , d. h. 
— v-j-v — > ? =0 wird identisch gleich Null, und es erfolgt 
kein "Werth von v. 

Die zweite Bedingungs-Gleichung a-f-2v + 2a = 0, giebt : 

'=-HrV 0,14 is -l-T7 

Hier wird also er nur unter der Bedingung Null oder eine 
ganze positive Zahl, wenn v negativ ist und die Form 

— 2~ / ***** a ^ 8 ° 

v = — {, (a = 0); v=—\, (o = l), v = — j, (o = 2), u. a. w. 

Zusatz 1. Bei der Ableitung aus dem bestimmten In- 
tegral: yz=x*(e ux \ r du hatte sich ergeben, dass dieBessel'- 

sche Differenzial- Gleichung nur für positive "Werthe von v von 
2ct -4- 1 

der Form v = — endliche Ausdrücke gebe; die Ableitung 
aus bestimmten Differenzialen zeigt, dass sie gleichmässig 
fttr negative "Werthe von v von der Form v= — ^~ l \ 
endliche Besultate giebt. Hierin , wie in den übrigen Operationen 

zeigt sich also das bestimmte Differenzial y — dV...d(e ux V) 

ganz ebenbürtig mit dem bestimmten Integral y=x*{e* x Vdu\ 

die eine Form tritt ein, wo die andere unmöglich wird, und 
umgekehrt. 

Zusatz 2. Das gefundene Resultat zeigt, dass die Bes- 
s el'sche Function ganz gleichmässig für positive , wie für nega- 
tive v gelten müsse, namentlich für die Werthe r — zfc 2 ""^" 1 . 
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Die aus gleichen positiven und negativen Werthen von v 
gefundenen Integrale sind identisch, und die entsprechenden 
zweiten partikularen Integrale werden durch andere Operationen 

bestimmt, nämlich aus der bekannten Formel y, =.y, \ ? — > 



in welcher y x das erste partikulare Integral und X den Coef- 
ficienten des zweiten Glieds der Differenzial-Gleichung ausdrückt. 

Es ist auch a priori klar, dass -\-v und — v dieselben 
"Werthe geben müssen, da ganz die nämliche Differenzial- 
Gleichung: it^.+ iL+ (l — J^y=0 entsteht, man mag 
-j- v oder — v Substituten. 

Aehnliches gilt von der analogen Gleichung: 

§ 80. ConBtruction V. 

Die Differenzial ■ Gleichungen dieser Construction sind: 

d n y -f- ad n ~ l ydx -J- bd*—*ydx l -f- . . hdydx n ~ l -f- x n x~ n ydx n — 0. 

Alle letzten, alle vorletzten, und alle je vorhergehenden Glie- 
der sind gleichartig, wenn die Construction 

y = -j^d(v(d.. ^e wx F^) ausgeführt wird. 

Es sind nun die aus dieser Construction folgenden Gesetze 
der Reihe nach zu ermitteln, und durch Induction in allge- 
meiner Form darzustellen. 

Die Differenzial-Gleichung zweiter Ordnung ist: 
d*y -\- adydx -f- x 7 x-*ydx* = 0. 



Erstes Integral: y = -^(e"* F). 

Die Summe der letzten Glieder der Differenziaie von y wird : 

(d(aue v * V) + 8(i*V* V)) ; (1) 



186 

die Summe der vorletzten Glieder wird: 

M>*- 1 ((9ae IOf V) + d(2ue ux V)) j (2) 

endlich ist die Summe der ersten Glieder: 

x*~\v . v — 1 + Xi )d{e ux V). (3) 

Wird Gleichung (1) theilweise differenzirt, so folgt: 

x* + 1 (aue«* V+ u 9 e»* V)du + * v e" (d(au V) -f 8(u' F)). (4) 

Wird Gleichung (2) theilweise differenzirt, so folgt: 

vx\ae" x F + 2ue ux V)du 4- vx—h« x (${qV) + d(2uV)). (5) 

Der erste Theil der Gleichung (4) muss für sich gleich Null 
sein , und giebt : u 3 -\- au ■= 0 , woraus u =0 und tt= — a 
gefunden wird. 

Eben so muss der zweite Theil der Gleichung (5) für sich 
gleich Null sein, und giebt: d(aV+2uV)=z0, aV+2uV=c 1 

also V-=z a _^_2u ' we ^ cües ^ e s P ec ifi scne Operation ist. 

Der zweite Theil von Gleichung (4) und der erste Theil 
von Gleichung (5) sind mit einander gleich Null, weil sie den 

Factor x 4 gemeinschaftlich haben, und sie geben: 

d((au -f- u») T) + v{a + 2u) Vdu = 0 , 
(v + l)'a + 2«) Vdu 4- (au + u 3 )d F= 0. 

Da au 4- ti 3 = 0 ist, so muss v4-l = 0, also v = — 1 sein. 

Aus diesem Werthe v = — 1 wird * 2 in Gleichung (3) 
bestimmt. Es folgt: r.v — l4-* a =0; also x a = — 2. Dem- 

— 1 / (jUX \ 

nach ist y= -^(-__J Integral von 

d a y 4- adydx — 2xr*ydx l = 0. 

Das Integral wird: 

— -' Y ßUX \ € " 2jr~ 1 e M ^ 
y ~~ X ~ "Vö+W "~ (a4-2u) ~ (a4-2u) a * 
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für u=0: y=+— -i-; 

e-« 2ar- , e-« 
ftrus-a: y = — , 

oder y = a — ~ ; y = e-«(a + ~) • 
Es sind die nämlichen Integrale, wie sie aus 

für di^elb, DifferenzUl.Gleichung, aber dort 
aus dem "Werthe r = 2 gefunden worden sind. 

Zweites Integral: y= -JL_8(F8( e «" F)> 

"Werden die nämlichen Operationen , wie in (1) durchgeführt, 
so folgt wieder au-{-u 3 = 0, also w=0, und u = — a; ehen 

so F= Q ^_ 2u ; aher statt >• + 1=0 folgt y + 2 = 0, also 

v = — 2. Dieser Werth bestimmt in v.v— l-t-x 2 = 0 den 
Coefficienten x a = — 6, so dass 



(8t*) 1 a-f2u \o + 2u, 
die Integrale der Gleichung: 

d J y -f arfycte — 6x-*y<ix ? = 0 giebt. 

Diese Integrale sind, wenn die Differenzirung ausgeführt, 
und w = 0 , u = — o substitnirt wird : 

U. s. w. 

Das Fortschreitungs - Gesetz ist sichtbar. 

§ 81. Fortsetaung. 

Die Differenzial- Gleichung dritter Ordnung ist: 
d*y + ad'ydx + bdydx 1 -f x.ar-tyte 3 = 0. 
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(Gleichungen dieser Art konnten weder duroh y = x"e«, 
noch dnreh ,=«'C*-F8« integrirt werden. (Vergl. § 69). 
E. ist daher Z n nntersnehen, oh die Integration dnreh bestimmte 
Differenziale bei diesen Gleichungen gelingt.) 

Erstes Integral: 2/ = y^ 8 ^" O- 
Die Summe der letzten Glieder der Differenziale ist : 
«W + ^ + Mni «* gieU teilweise fcfferenzu* 

Die Summe der vorletzten Glieder ist: 
«- W 2«+Wl giebt teilweise differenzirt. 

rte>*(*»'+*«>+b)Vdu (3) + ^- 1 e- 8 (3u'+2au+6 ) r)(^ 

Die Summe der vorhergebenden Glieder ist: 
v (v-l)a;-2 a(e «x (3u + o) K); und giebt theilweise differenzirt. 

v. y -l^-^-(3u+a)F 9 u(5) («> 

Endlich folgt: ,v-3(v. y -l.v-2 + * w n= 0 (|> 
Zuerst ist klar, dass die Summen mit den Factoren X » 
einzeln gleich Null sein müssen-, demnach folg 
aus (1) die Bedingungs - Gleichung : 8((3u + a)K) 
(3u + a>F=c, wodurch F= g^__ gefunden wird; aus (7) 

folgt die Bedingungs - Gleichung : v . v — 1 • * — 2 + *» = 0 ' 
wodurch x, aus den. Werthcn v gefunden wird. 

Es ist noch v zu bestimmen. 

Die beiden Glieder mit dem Factor x\ nämlich (2) und 
(3) geben: 

x v e"*((v 4- i)( 3M a 2au 6) V8u) + (u* + «** + M F = 0 ' 
Da u 3 +au l 4-6u gleich NuU ist, so folgt entweder (v + l)=0 
oder (3u a + 2em -f- b) = O , oder beide Gleichungen einzeln gleich 
NuU, was durch die nachfolgenden Summen entschieden wird. 
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Die beiden Summen mit dem Factor ar v—1 , nämlich (4) 
und (5) geben: 

X* - 1 e ur (*.v+ l)(3u + a) Vdu + (3u» + 2au + b,d V) = 0. 

D&(ßu4-a) nicht gleich Null sein kann, indem F=r- — ■ — 

öu-\-a 

als characteristische Operation gefunden wurde, da ferner v — 0 
auch x 3 = — v.v — l.v — 2 gleich Null machen würde, und 
hier unbrauchbar ist, so folgt v-{-l=0, aber auch 
3u'-|-2(w 4-6 = 0, damit das Glied (3w J -f2cm-f b)dV aus- 
falle. Endlich giebt Gleichung (7): v.v— lv.v — 2+x, = 0 
aus v=— 1 den Werth x 3 =r -f- 6. 

Die gegebene Differenzial - Gleichung kann also allerdings 
durch y = — d(e ux V) integrirt werden, wenn die beiden Gleich- 
ungen: u*-\-au 2 -\-bu = 0, und 3u a + 2au + o = 0 mit einander 
bestehen. Diess ist der Fall, wenn u s + <m a _j_ = 0 zwei 
gleiche Wurzeln u = — \a y (6=r|o'), oder zwei Wurzeln 
u = 0, (6 = 0) hat. TJeberdiess muss » — — 1, also 

x,— v.v — l.v — 2 = 0, x, = -f- 6 sein, 



Es ist demnach y =i- , 8( § ^-) = _|g^ 5 + 



utlX 



^u+a/ (3u+a) 8 1 3u-f-a 
Integral der Gleichung: 

d*y -f- ad*ydx -j- bdydx* + 6x- 3 #dx 3 = 0 . 

Für u= — |o ist das Integral y = -f- a^e - "*"; und die 

diesem Integral entsprechende Differenzial - Gleichung ist: 
d*y -|- aci'ycte + {tfdydx + 6ar- s ydx 3 = 0 ; 

3 

für u — 0 ist das Integral y = f- a , und die entsprechende 

Differenzial -Gleichung ist: 

d 3 y + ad'yd* 4- 6*-^**» = 0. 



uiginzeo Dy uoo 
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Von der Richtigkeit der beiden Integrale kann man sieb 
dnreh Substitution leicht überzeugen. 



Zweites Integral: , Ä -*^(W»F)> 

Man verfahrt, wie beim vorhergehenden Integral, und er- 
hält dieselben gleichartigen Summen , nur dass statt des Factors 
e* x V überall der Factor Vd(e«* V) eintritt 

Werden die in diesen Summen angedeuteten Differenzirungen 
ausgeführt, so erhält man andere gleichartige Summen , die sich 
durch die Factoren **+ 2 , x\ x"' 1 , * v ~ 2 , * v ~ 3 von 

einander unterscheiden. 

Die Differenzirung nnd Zusammenfassung der gleichartigen 
Glieder wird von nun an umfangreich; nnd da es sich hier 
zunächst nur darum handelt, diese bisher unbekannte Integrations- 
Methode anzubahnen , so kann alles Weitere der Theorie selbst 
überlassen bleiben. Hier werden nur die einzelnen Momente 
der Entwicklung nnd des Beweises hervorgehoben, damit die 
Theorie genügend festgestellt werde. 

v 3 

1) Zuerst ist klar, dass die Summe mit dem Factor x i ~ 
die Bedingungs - Gleichung v.v — 1.* — 2 + x, = 0 giebt, 
woraus x, bestimmt wird. 

2) Die Summe mit dem Factor s v + 2 giebt die Bedingungs- 
Gleichung: u* -f- au* 6w = 0. 

3) Die Summe mit dem Factor x* " 2 giebt die Bedingungs- 
Gleichung : 8((3u -f- a) V) = 0 , F= 3u ^_ — , wodurch V 
bestimmt wird. 

4) Die übrigen Summen geben die Bedingungs - Gleichung 
*f "+■ 2 ^* M H~ 6 = O , woraus folgt, dass die Gleichung 
« ~h «u* -\~ b u =z q zwei gleicte Wurzeln haben müsse, 
dass also entweder: u a -f-au f + ja'u=0 oder »•+ou , =0 
sein müsse, j e nachdem 2u + az=zQ oder u = 0 die in 

1 entna ^nen 2W ei gleichen Wurzeln sind. 
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In so weit stimmen diese Ableitungen mit den voraus- 

gebenden Ableitungen aus dem Integral y = -y^( e " X *) vo11 * 
kommen uberein. 

Nun bleiben noch drei Glieder mit den Factoren a^H -1 , 
a; v , x*" 1 , und diese müssen identisch gleich Null werden, 

während die Ableitung aus -^f^ ux V) nur zwei Glieder mit 

den Factoren " 1 herausstellte , die identisch gleich Null 

werden sollten, was durch die beiden Gleichungen 
3u*-{- 2au -f-6 = 0, und v + 1 = 0 erreicht wurde. 

x 4 

Von den in der Ableitung aus y=z-^r^d{Vd(e ux V)) 

übrigbleibenden drei Gliedern werden durch die Bedingungs- 
Gleichungen 3u* -f" 2au -f- b = 0 und v -f- 2 = 0 nur zwei 
identisch gleich Null, während die dritte nur durch den Factor 
v 1 = 0 ausfallen könnte, was unmöglich ist, wenn die 
Gleichung v + 2 = 0 besteht. 

Das Resultat dieser Entwicklung ist demnach, dass durch 
das Integral y = ^8(F8(e ttT V)) die Differenzial- Gleichung: 

d*y-\- ad'ydx -f- bdydx* -f- x s x~ 3 ydx 8 = 0 
nicht integrirt werden kann, so wie diess auch nicht durch 

das Integral y = x y je ux Vdu möglich 

"Wohl aber gelingt die Integration, wenn statt durch 
y — ^diVdie^V)), durch die Summe 

und zwar in vorliegendem Falle durch 

9 = ^(V^y)) + ^Vß(e-'V) 
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integrirt wird, weil dann die übrig bleibenden Glieder dnrch 
die nämliche Gleichung » + 2 = 0 ansfaUen. 

Das Integral y j^d{Vd(e-' V)) wird dnrch partielle 
Differenzirung : 

* = ^mO + <W*"» f )>. 

nnd wenn dazu noch -*1^F)9(*"F) addirt wird, so ist: 

y = -fL(F9'(e« V) + 20 VW" V)) , v 

das Integral der gegebenen Gleichung dritter Ordnung, und 
zwar gelten folgende Bedingungen: 

1) u s -|- a « 1 -f- 6« = 0 hat zwei gleiche Wurzeln , entweder 
2u + a = 0, oder u = 0, je nachdem b — \d* oder 
6=0 ist; 

1 

2) Statt Fmuss nach vollzogener Differenzirung K= Su + Q 

2 1 

also entweder V— — — oder F = — substituirt werden, 

a o 

je nachdem u ss — \ a oder u = 0 gesetzt wird. 

3) Die Gleichung v -j- 2 = 0 giebt v = — 2 , also aus 
y. y _l. v _2 + x,=0 den Werth x, = +24. 

§ 82. Fortsetaung. 

Für v = — 2 ist: 

x-«ö*(e«x V) = e" FÖu* -+ 2x~ l e^dVdu + ar-Se^F, und 
2ar-*(8F)a( c « V) — 2x- , e" F0F3u + 2x- 2 e M *(aF)' . 

Substituirt man die Werthe: 

v _ 1 »K 3 ST 18 

— 3u + a'' »t* - (3u + aj" (9u)* (3u + a)" 
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so wird das Integral: 

_ / 1 \2x~ l 36*-» \ 

V ~ *** \3u + a (3u + a) 2 + (3t* + a) 3 / ' 

1) Für m = 0, wird das Integral der Differential-Gleichung: 

d 3 y ad 2 ydx -\- 24^ -8 yctr 3 = 0 folgendes : 

1 12*-» . 36*-* _ . . . 

y = = = — , wofür einfach 

9 a ar a 3 

y = a a — 12aac _1 -j- 36jj -2 , gesetzt werden kann. 

i 

1 2 

2) Für 2u4-a = 0, u= — ia, also - — ■ — = , wird 

2 3u 4- a a 

die frifferenzial- Gleichung: 

d 3 y -f ad*ydx + JaMydte 2 + 24a?- 3 ydx 8 = 0 , 
und das Integral: 

y = e-i^a* -j- 2±ax~ l + 144x- 8 ). — 

Von der Richtigkeit dieser Integrale kann man sich durch 
Substitution leicht überzeugen. 

Zusatz. Das Bildungs- Gesetz der Integrale für die auf- 
einanderfolgenden Werthe von v ist aus dem Vorhergehenden 
leicht zu entnehmen. 

Zuerst ist klar, dass v nur Werthe haben kann, die 
ganze negative Zahlen sind, v= — 1, j= — 2,.. v= — a. 

1) Ist »'= — 1, so wird die Differenzial - Gleichung durch 

9 = ^( eWX F ) inte S rirt - 

2) Ist v= — 2, so wird die Differenzial - Gleichung durch 
y = J£L(8>(e«" V) -f 2(8 Tß{<F* V)) integrirt. 

3) Ist v = — 3, so besteht das Integral # aus drei Gliedern, 
und ist v— — «, so besteht diess Integral aus a Glie- 
diern. — Das allgemeine Bildungs-Gesetz dieser Integrale 
festzustellen, muss der allgemeinen Theorie überlassen 
bleiben. 

13 
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Die sämmtlichen Integrale von v=— 1 bis v = — oi in- 
tegriren die Gleichung: 

d 3 y ad*ydx 2 ~\- bdydx* — x^-^ydx 3 = 0 , 

in welcher für alle Werthe von v die Coefficienten a und b 
dieselben bleiben, während x 3 = — v.v — l.v — 2 successiv 
die Werthe annimmt : + 6 , (v = — 1) ; + 24 , (v = — 2) ; -}- 60, 
(v = — 3) u. s. w. x 3 = -{-(a.a-j-l -a + 2). 



§ 88. Die Differenzial- Gleichungen vierter und höherer 

Ordnung. ( _ 

Es unterliegt keiner Schwierigkeit, die Gesetze der In- 
tegration für Differenzial -Gleichungen vierter und höherer Ord- 
nung allgemein festzustellen. 

1) Zuerst ist einleuchtend, dass v eine negative ganze 
Zahl sein muss, von v = — 1 bis v = — or, und dass 

v -V — l.v — 2.»' — 3-j-x 4 =0 für Gleichungen vierter Ordnung ; 
und v.v — l.v — 2..v — (n — 1) + x n =r 0 fUr Gleichungen n ter 
Ordnung gilt. Daraus folgt, dass x» für Gleichungen gerader 
Ordnung negativ, und für Gleichungen ungerader Ordnung 
positiv wird, also z.B. x 4 = — 1.2.3.4, x 4 = — 2.3.4.5, &c, 
*s = + 1 .2.3.4.5, x s = 2. 3.4.5.6, &c, je nachdem v = — 1, 
v=z — 2 &c. gesetzt wird. 

2) Wird x n aus vz= — 1 construirt, so besteht das Integral 

aus einem Gliede: y=z—d(e ux V); wird x„ aus v = — 2, und 

allgemein aus v = — a construirt, so besteht das Integral aus 
zwei, drei., und allgemein aus a Gliedern, deren erstes ist: 

-^-^ö 7 (e l "F), und für welche der Index v* der Eeihe nach 
um 1 abnimmt. 

3) Die Bedingungs - Gleichung : 

u» + au»- 1 -f &u»-i -f- et*«" 3 + . . hu = 0 



» 
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muss (n — 1) gleiche Wurzeln haben, so dass auch die Gleich- 
ungen gelten, nu n ~ l -\- a(n — l)u rt ~ 8 + . . h = 0, u. s. w. , aus 

denen für u = 0 die Coefficienten a = o, 6 = 0, c=0,../i=0, 

q ^ 2 

und für «= r die Coefficienten o = a, b=— —a\ 

n— 1 2(n — 1) 

c = •? s r * W ^ J! " 3 & c - bestimmt werden. 
2 . 3 (n — l) 2 

4) Das letzte Differenzial der Bedingungs- Gleichung: 

tt« + au»" 1 -f 6u w " 2 -f- cu n - 3 + . . hu = 0 ; 

•nämlich na-\-a ist nicht gleich Null, (weil diese Gleichung 
nicht n, sondern nur (n — 1) gleiche Wurzeln hat.) Diess 

n te Differenzial nu-\-a bestimmt vielmehr die Funtion F= : — , 

nu + a 

so dass für u=0 die Function V—— ; für m = ^— die 

a n— 1 

Function V— wird. 

a 

Unter diesen Bedingungen ist: 



y = 8( F8(. . 8(e«* F))) + C Integral von 
(8u) a 

d"y -f ad^ydx -}- bd n ~ s ydx 2 -f- . . hdydx n ~ l + x n ar-"yci!x ft = 0 , 

worin C Symbol der Glieder ist, die für r= — 2, v= — 3,.. 
v = — a im Integral eintreten. 



§ 84. Andere Ableitung dieser Integrale. 

• 

Untersucht man die gefundenen Integrale, so stellt sich 
heraus, dass nach Ausführung der angedeuteten Differenzimngen 
das Integral aus einem Product zusammengesetzt ist, dessen 
einer Factor e ttX , und dessen anderer Factor eine nach auf- 
steigenden Potenzen von x geordnete Reihe ist, derer erstes 

Glied x\ d.h. arf, (wennv = — p gefunden wird) ; deren zweites 
Glied x l ~P t und so fort, deren letztes Glied xr-*=zx° zum 

13* 
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Coefficienten hlfc, womit die Reihe abbricht, da v eine ganze 
negative Zahl ist. 

Die einzelnen Merkmale dieser Integrale sind: 
1) Der eine Factor e"* ist für u=0 identisch gleich nnd 
constant, fUr alle Differenzial - Gleichungen aller Grade, hin- 
gegen für « = -^-r verschieden, je nachdem n=2, n=3.. 

d. h. je nachdem Differenzial- Gleichungen zweiter, dritter,.. 
n tcr Ordnung construirt werden. 

2) Der andere Factor des Integrals besteht aus einer Reihe 
von Potenzen von x , und hat für v = — 1 zwei Glieder : 
(a^-r-cx 1 - 1 ); für v= — 2 drei Glieder: (x-*+ax x -*+ ßx*-*), 
und für v=z — p die (p-\~l) Glieder: 

{x-r + ax l ~P + ßx*-P -f- . . fix*-*). 
Für v = — 1 wird das Integral: y = e M *(a; _1 -j-a), . . . und für 
v = — p wird das Integral: 

y = e ux {x-P + ax l -r -f ßx*~* + . . . lx~ l + /<) » 
und zwar gleichmässig für alle Differenzial -Gleichungen aller 
Ordnungen , nur dass u , a , /? , y . . A , andere Werthe an- 
nehmen, je nachdem Differenzial- Gleichungen zweiter, dritter,.. 
n ter Ordnung integrirt werden, während x~ f , x x ~ p , x*~ p } ... 
gleich bleiben, da sie nur von v abhängen, und die verschie- 
denen Werthe von v in allen Differenzial - Gleichungen aller 
Ordnungen enthalten sein können. Es ist daher möglich, dass 
das Integral einer Differenzial - Gleichung n ter Ordnung nur aus 
zwei Gliedern besteht, (wenn nämlich r = — 1 gegeben ist,) 
■während das Integral einer Differenzial -Gleichung zweiter Ord- 
nung aus P + 1 Gliedern bestehen kann, (wenn nämlich v= — p 
gegeben ist) Nur von dem Werthe r hängt es ab, aus wie 
viel Gliedern die Integrale bestehen, nicht aber von dem Grade 
der Differenzial -Gleichungen; sie haben sämmtlich gleich viele 
Glieder für gleiche Werthe von v. 

Man kann nun, statt durch das allgemeine Symbol: 

jr= -^(Fö(F...^F))) + C 
(du)' 



Digitized by Google 



197 



die Coefficienten a, ß, y... A, /< zu bestimmen, diese durch 
die Methode der unbestimmten Coefficienten bestim- 
men, indem man durch Substitution der Differenziale alle Glie- 
der der Gleichung identisch zu Null macht, was in vielen Fällen 
einfacher und kürzer ist, während dem theoretischen Interesse 
durch das allgemein entwickelte Integral Genüge geleistet wird. 

Beispiel. -Ist gegeben: 

d*y -f ad*ydx -f ^dydx 2 -f 6a; - V* 3 = 0, 

so folgt aus v . v — l.v — 2 -f- 6 =r 0 ein Werth v = — 1, 
und für diesen Werth ist das Integral: 

ax 

^e" T (x--fß). 

Man construirt nun dy } d*y y d 3 y, substituirt die gefun- 
denen Werthe in die gegebene Differenzial - Gleichung , und 
bestimmt a so, dass diese Gleichung identisch gleich Null wird. 
Es folgt: 

ax 

6x~*y = e~ T (6ar-* -f- 6ax~ s ) ; 

q 1 dy a'a:- 2 a*x~ l a^a\ 

• 

ad'» . _ . , . , , a'x- 1 , a'a\ 

£ = , °(-6x- -3ox-3-^ g -g-). 

Hier heben sich die Glieder v.v — l.v — 2-f-x 3 = 0 d. h. 
6x _4 und — 6x -4 ; ferner die letzten, vorletzten und vorher- 
gehenden Glieder, weil sie die Summen: u 3 -|- au 2 -j-bu=0, 
3 h 1 -j- 2au -}- 6 = 0 darstellen, die ohnehin gleich Null sind. 
Es bleibt noch die Summe, die den Factor (3u-|-a) repräsen- 
tirt. Sie ist: (2ax~ s — 3ao— 3 ) , die nicht gleich Null ist, aber 

nun durch 6crx- 3 gehoben wird, woraus 6a — a=0, 

gefunden wird. 
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Das Integral ist demnach y = e 2 ^r _1 -}--|ra^, was mit 

dem früher gefundenen y = e 2 (6a;- 1 -f- «) übereinstimmt. 

Zusatz 1. Da sich das erste Glied in d n y und das 
erste Glied in x n x~ n y von selbst heben, (weil 

v . v — 1 . . v — (n — 1) + x„ = 0 

ist,) und da ebenso die letzten, vorletzten und vorhergehenden 
Summen von selbst ausfallen , da sie die Bedingungs-Gleichungen : 

w B -f aw n -> + 6u n -* + . . hu = 0 , nu"- 1 + n — 1 cm"- 8 -j- . . h = 0 

u.s.w. enthalten, so handelt es sich nur um eine Summe, die 
nicht von selbst ausfällt, nämlich um die Summe nu-f-a, (im 
obigeu Beispiel um 2ax -3 — 3ax~~* , eine Summe , die das 
zweite Glied des n ten und das erste Glied des (n — l)** 11 Dif- 
ferenzials umfasst,) und diese Summe muss durch den unbe- 
stimmten Coefficienten : ax n x~ n , gehoben werden, wodurch a 
bestimmt wird. 

Es genügt daber, um a zu bestimmen, dass man das erste 

ad n ~*y . . . d n u 

Glied in -: r» das zweite Glied in -7-^, und ax K x~* als 

dx n ~ l dx n 

gleichartige Glieder summirt und daraus a bestimmt, wodurch 

man der Entwicklung aller übrigen Glieder überhoben ist 

Zusatz 2. Daraus bildet sich ein zweites Verfahren, 
die Coefficienten a, ß, y..X, ft zu bestimmen, 

1) Für v = — 1 entwickelt man einfach die Function 

ax 

y = £c _, e B_1 , sucht das zweite Glied in d n y und das 
erste in ad*~*ydx und verbindet damit ux n x- n ydx n , wo- 
durch a bestimmt wird. 

2) Für rr= — 2 entwickelt man einfach die Function 

ax 

y=x~ 2 c n ~ i , man sucht wieder bloss das zweite Glied 
in d»y und das erste Glied von ad nl ydx. Weil diese 
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jedoch wegen »-= — 2 den Factor x~~( n + l ) enthalten, so ist 
nicht ax H x- n y, sondern ax-^x-^y mit ihnen gleichartig, 
wodurch a gefunden wird. 

Das Integral wäre demnach yz=c n ~\x~ 2 ax~ } ). 

Nun aber bildet das Glied ax~ 1 , in der Substitution der 
Differenziale , für sich eine Summe, (nu -{-«), die nicht gleich 
Null ist , und die durch ein neues Glied des Integrals , durch 
ßx" d. h. durch ß zu Null gemacht werden muss, woraus ß 
bestimmt wird, so dass 

ax 

y=e M ~\x- 2 + ax~ l + ß) 

das gesuchte Integral ist. 

Und so wird fortgefahren für die Werthe: x- 3 , x~*,.. 
X~ p ] für jeden höhern Werth r tritt im Integral ein weiteres 
Glied ein, bis man endlich von ar', x l_ >', x*-*.. zu x° gelangt, 
wodurch das Integral abgeschlossen wird. Denn nur die Func- 

ax ax ■ 

tion c n ~ 1 x° <L h. e n ~ l , und nur sie allein , hat die Eigen- 
schaft, dass sie kein neues Glied (nu-\-ä) giebt, das durch 
eine andere Function eliminirt werden mtlsste, indem sie ein- 
fach bloss u* -\- au n— 1 -f- 6m b— 2 -}- . . Au = 0 giebt, weil in ihr 
der Factor x° constant ist. 

Ist daher »' = — p, so hat die Reihe .des Integrals 
Glieder und bricht mit dem Gliede ftx° ab. Das Integral muss 
demnach ein geschlossener Ausdruck werden , wenn v eine ganze 
negative Zahl ist, wie es sich auch in der apriorischen Deduc- 
tion herausgestellt hat. Anders gestaltet sich aber das Integral 
wenn v nicht eine ganze negative Zahl ist. 

§ 85. Integration anderer Differenaial - Gleichungen. 

Es ist einleuchtend, dass die Reihe, welche das Integral 
der Dilferenzial - Gleichungen der fünften Construction giebt, 
nur für ganze negative Werthe von v abbrechen kann, indem 
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das letzte Glied den Factor x° enthält. Für alle übrigen Werthe 
von v , sie mögen ganze positive Zahlen, oder gebrochene und 
complexe Zahlen sein, muss diese nach aufsteigenden Potenzen 
von x geordnete Keihe unendlich werden. 

Zugleich ist einleuchtend, dass die Integrale dieser Glei- 
chungen, fUr welche v eine ganze negative Zahl ist, nur sehr 
wenig Fälle umfassen, dass daher die Integration lür alle 
übrigen Werthe von v, die aus der Fundamental - Gleichung 
r.v — 1 .. v — (n — 1) x n = 0 folgen, auf irgend eine Art 
versucht werden muss. 

Zuerst ist klar , dass solche Werthe von v , welche Wurzeln 
der Gleichung v.v — l..v — (n — l)-{-x B = 0 sind, die erste 
Bedingungs- Gleichung, die aus der Summe des ersten Gliedes 
von d n y und aus dem ersten Gliede des Integrals besteht, d.h. 
die Gleichung v.v — 1..9 — (n— l) + x„ zu Null machen. 

Da nun die letzten, vorletzten Glieder u. s. w. von selbst 
ausfallen , weil sie u* -{- ow n_1 -j- bu n ~ % -f- . . hu = 0 , 

nu n ~ l -f- (« — l)au n_8 -j- . . h = 0 , u. s. w. 
zu Factoren haben, so bleibt für solche Werthe von v auch 
nur ein Glied übrig, das den Factor (ntt -f- o) enthält, der 
aus der Summe des zweiten Gliedes von d n y und des ersten 
Gliedes von ad n ~ x ydx besteht. 

Diese Summe ist daher durch ein zweites Glied des In- 

tegrals zu eliminiren. Wird anfangs yz=e ux x"' substituirt, 
(worin v, einen Werth von v.v— 1 .. v — (n— l)-f-x n = 0 

darstellt), so ist jetzt w=e ux (a; v '-l-ax v '+ 1 ) zu substituiren. 

Aber durch cra^'"^ 1 bleibt wieder die Summe der entspre- 
chenden Glieder, die den Factor (nu-\-d) haben, in der Dif- 
ferenzial - Gleichung ungetilgt , während alle übrigen Glieder 
identisch gleich Null sind, so dass diese Summe durch ein 
neues Glied im Integral zu eliminiren ist. Es wird daher 

substituirt. Diese Substitution lässt wieder die entsprechende 
Summe ungetilgt, sie ist daher durch ein neues Glied des In- 
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tegrals zu tilgen, «. s. w. , bis ins Unendliche, so dass die 
unendliche Reihe als Integral folgt: 

y = c«*(x v ' + ax*> + 1 + ßx*>+ 2 -f yx v '+ 3 + ...)• 

Dasselbe gilt von allen "Werthen von v, welche die Gleichung 
v.v — l..v — (n — l)-|-x B zu Null machen, so dass man die n 
partikularen Integrale erhält: 

y = e ttX (a^ + c 1 a; v ' + 1 + ß t x^ + 2 +...); 
y = e ttjr (^ +« 2 x v »+ 1 -f- ß 2 x^ + 2 + .-); 



y = #*(x* + « n s'» + l + £ n ^» + 2 + ...). 

Der Factor e** bleibt für sämmtliche "Werthe von v gleich, 
und ist für die Differenzial - Gleichungen n*' Ordnung entweder 

ax 

constant, oder gleich e w_1 , je nachdem diese Gleichungen {n — 1) 
"Wurzeln gleich Null, oder (n — 1) "Wurzeln gleich — haben. 

Beispiel. 1) Gegeben sei die schon im VI. Abschnitt 
behandelte Gleichung: d*y -f- adydx — 2x~'y(h' i = 0. Aus 
v.v— 1 — 2 = 0 folgen die "Werthe: v,=— 1; r, = -f-2. 

Für r, = — 1 ist , wie bekannt , das Integral : 




für r 2 = -f 2 ist das Integral: 

y = e-°*(x* -f ax 9 + ßx> + . . . .). 
Bestimmt man durch Entwicklung von dy , d a y und durch die 

Substitution: -2ar-»y;-^-, 

9 dx dx* 

die Coefficienten et, /?,.., so findet man: 
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so dass J/=e -«-(x 2 + -^--f- __ + ...) 

ein zweites Integral der gegebenen Gleichung ist. (Vergl. VI, 
§ 65, Zusatz 2.) 

Zusatz 1). "Würde bloss d*y und — 2x~ 3 ydx 2 sununirt, 
a 2 a 3 

so folgte a = a , /?= — , y = ^— wie eine leichte Rechnung 

zeigt , so dass y = e~ a *(x v -{- a* 8 H %~ + ■g-g" + • • •) 

als Integral von d J y — 2x~ i ydx 7 = 0 erscheint. 

Q 2 ;T 2 U 3 £C 3 

Nun ist y = e-«*'(l -f ax H + -^-^ + • • •) 

gleich y = e- ajr ac a e+ a *=**; und in der That ist auch y — X 1 
Integral von d*y — 2x~ i ydx 7 = 0. 

Z u s a t z 2). Ist die Gleichung d*y -f acfyda + 2x" 2 ydr J = 0 
gegeben, so folgt y = * — -, und 

/ 1 + ^~ 7 3 + £-7 5 + yA- 7 v 

y=e "(x 2 + a t x 2 2 -f 

, 1—^-7 3- y/-7 5- 7 v 

y = e~~ ax (a; 2 a 2 x 2 -|_ £ a x 2 -j_ , . J 
sind zwei partikulare Integrale der gegebenen Gleichung. 

Allgemeiner Zusatz. Aehnliche Formeln ergeben sich 
für alle Differenzial - Gleichungen dieser Construction , und man 
erhält , weil eine algebraische Gleichung n ter Ordnung n Wurzeln 
hat, auch n partikulare Integrale. Ist v eine ganze negative 
Zahl, so wird das Integral ein geschlossener Ausdruck; ist v 
eine andere Zahl , so entsteht eine unendliche Reihe. Diese 
Reihen unterscheiden sich aber wesentlich von den bloss nach 
Potenzen von x entwickelten Reihen, denn sie enthalten den 

ax 

allgemeinen Factor e n_1 . Bedingung ist, dass (n — 1) Wurzeln 
der Gleichung u n + au n ~ l -f bu n ~ 2 -\- . . hu = 0 gleich sind. 
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Solche Gleichungen, denen man "bisher wenig anhaben konnte, 
sind demnach durch bestimmte Differenziale vollkommen in- 
tegrirbar. 

Wie aber Differenzial- Gleichungen dieser Construction in- 
tegrirt werden können, in denen u n -\-au n - 1 -\-bu n -*-\-..hu=0 
weniger als (n — 1) gleiche Wurzeln hat, diess muss den Unter- 
suchungen über andere und mehr zusammengesetzte Integrale 
überlassen werden. 

§ 80. Construction VT. 

Vore rinne rung. Die Differenzial - Gleichungen dieser 
Construction haben die Form: 

d n y -f- ad n - } ydx -f- bd n ~*ydx 7 + . . . (s n -f- x n x~ n ) ydx n = 0. 

Es bleibt Alles, wie in der vorhergehenden Construction, 
mit Ausnahme der Bedingungs - Gleichung der letzten Glieder, 
welche folgende wird: 

u* -f au»" 1 + bu n ~* + . . hu + s n = 0. 

Hat diese Bedingungs - Gleichung n gleiche Wurzeln, so wird 
die Differenzial - Gleichung einfach durch y=zx"e ux integrirt. 

Bei den bestimmten Integralen hat sich ergehen, dass 
solche Gleichungen nicht durch y = x* j*e MX Vdu integrirt wer- 
den können, da in diesem Falle das bestimmte Integral in 

a^c"* übergeht. Diese Gleichungen können auch nicht durch 
bestimmte Differenziale integrirt werden , aber bei diesen 
zeigt sich sogleich der Grund, warum diess nicht geschehen 

kann. Denn da V= — — die entscheidende Function ist, 

nu-f~° 

so wird, wenn 

u* + au"- 1 -f bu*~* + . . . hu + s n = 0 , 
lauter gleiche Wurzeln hat, auch das n te Differenzial, also 

uu-j-a gleich Null, so dass Pss-— ■ — oo wird. 
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Solche Gleichungen sind daher durch y = x* e"* zu integriren, 

und diess genügt , da die Function y — x* e"* das vollständige 
Integral liefert Höchstens könnte man der Gleichförmigkeit 

willen das Symhol y = — — 8 0 (e« x F) wählen, wodurch nichts 

gewonnen wird, da dieser Ausdruck doch nur gleich x'e** ge- 
nommen werden könnte. 

Hingegsn entsteht die Frage, oh nicht durch bestimmte 
Differenziale solche Gleichungen der sechsten Construction in- 
tegrirt werden können, in denen die Bedingungs - Gleichung : 

u w + au"- 1 + bu*~* + . . . hu + s n = 0 

nicht n, sondern (n — 1) gleiche Wurzeln hat, Gleichungen, 
denen weder das Integral y = £c v e vx , noch das Integral 

S^jW*. etwas anhaben konnte. 

§ 87. Integration der Differenz ial - Gleichungen der sechsten 

Construction. 

Diese Frage ist sehr einfach zu entscheiden. — Zuerst ist 
klar, dass die Differenzial - Gleichungen des zweiten Grades 
gerade wie in der fünften Construction zu integriren sind, da 
die entscheidende Gleichung u a au -f s, = 0 zwei verschie- 
dene "Wurzeln u+pz=0, u -j- g =:0 hat. 

Da auch für die Gleichungen höherer Grade die Bedingungs- 
Gleichungen dieselben sind, wie in der fünften Construction, 
so gelten die dort entwickelten Gesetze auch für Gleichungen 
der sechsten Construction, und es folgt, dass sie integrirt werden 
können, unter der Bedingung, dass 

u" + au— 1 -f 6u n ~ s -f . . hu + s n = 0, 

(n— 1) gleiche Wurzeln hat Bezeichnet man die gleichen 
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"Wurzeln durch (u -f- p)»- 1 = 0 , die ungleiche Wurzel durch 
tt -J- q = 0, so muss die Gleichung : 

u n -f au*»- 1 ~|- 6«"- 8 -f- . . . hu -f s* = (t* +;>)" ^(u + </) = 0 , sein. 

Daraus folgen die Bedingungen: 

nw«- 1 + (n — l)au' 1 - 8 -f (» — 2)6tt»- 3 -f . . . Ä = 0 , (für w = — p) ; 

n . (n— l)u«-* + (n — 1) . (n — 2)<m"- 3 -f . . . . = 0 , (für u=—p) ; 

u. s. w. bis auf nu-j-a, welches nicht gleich Null ist, (was 
nur bei n gleichen Wurzeln der Fall sein könnte,) und welches 

die Gleichung giebt: F= — \ — , woraus V bestimmt wird. 

«w-|-a 

Der Werth u wird aus u-\-p = Q gefunden, und giebt in 
e ux und in V substituirt die integrirende Function: 

Die n Werthe von v, die aus 

v.r — l..v — (n — 1) + x B =r 0 

gefanden werden, entscheiden darüber, ob das Integral ein 
geschlossener Ausdruck , oder eine unendliche Reihe wird. 
Ersteres ist der Fall, wenn v eine negative ganze Zahl ist. 
Da die Gleichung v.v — l..v — (n — l)-{-x n = 0 höchstens 
eine Wurzel haben kann, die eine negative ganze Zahl ist, so 
haben die Differenzial - Gleichungen der n ten Ordnung höchstens 
ein Integral von geschlossener Form und (n — 1) Integrale, 
die sich in unendlichen Reihen darstellen. 

Ist v = — 1 , so ist das geschlossene Integral 
y'du = x~ l d{e ux V)] ist i'= — 2, so besteht diess Integral aus 
der Summe zweier bestimmter Diiferenziale , u. s. w. ; ist v = — // , 
so besteht das Integral aus der Summe von /< bestimmten 
Differenzialen , wie diess im vorhergehenden Abschnitt entwickelt 
worden ist. 

Alle übrigen Differenzial - Gleichungen , die für 
v.v — l...v — (n — 1) + x„ = 0 
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positive oder gebrochene &c. Werthe von v geben, haben n 
partikulare Integrale von der Form: 

y= e"* (s v ' 4- ax v ' + 1 + ßx>< + 2 + ...). 
in denen u aus der Wurzel u-f-p = 0 bestimmt wird. 

Die Bedingung, dass (n — 1) Wurzeln in der Gleichung 
u « _|_ au «-i 4. bu»-t _|_ . . hu -f- «» = 0 

gleich sein müssen, bestimmt die gegenseitige Abhängigkeit 
der Coefficienten a, 6,.. ä, s«. — Wenn in den Gleichungen der 
fünften Construction diese Abhängigkeit aufs Leichteste dar- 
gestellt werden konnte , indem dort s„ = 0 und ein Werth 
u = 0 gefunden wurde, so ist bei Differenzial- Gleichungen der 
sechsten Construction diess Abhängigkeits-Gesetz nicht so ein- 
fach, indem s n willkührlich , und überdiess auch die eine un- 
gleiche Wurzel u + qz=0 willkührlich ist, so dass für die 
nämlichen (n— 1) gleichen Wurzeln (u-\-p) n ~ l =:0 unendlich 
viele verschiedene Differenzial - Gleichungen erfolgen können. 

Die Aufstellung der Abhängigkeits - Gesetze dieser Coef- 
ficienten entzieht sich der, aUgemeinen Discussion, und bleibt 
Gegenstand singulärer Untersuchungen, in denen Differenzial- 
Gleichungen einzelner Ordnungen einzeln zu bestimmen sind. • 

* 

Beispiel 1). Gegeben sei: 
d 3 y -f ad V* + hdydx* + (20a 3 + Gx~*)ydx 3 = 0. 
Da x 3== 6, so ist ein Werth r = — 1, und das Integral ist: 

ur x J g \ 3g-'e»* e"* 

du ^u + a/ - (3u + af ~*~ 3u + a ' 

Die Bedingungs - Gleichung tt 3 -|-au 2 -f- 6u-|-20a 3 =0 habe 
zwei gleiche Wurzeln z. B. «— 2a=0, wenn & = — 16a* ist, 
weil dann u 3 -f au 2 — 16a 5 « + 20a 3 = (u — 2a) a (u -f 5a) = 0 
wird. Substituirt man diesen Werth: u = 2a, so wird 

Bx~ 1 e iax e 8ax 
49Ö 1 — t - » oder auch y = 3x- , e 2ax — 7ae 3 « 
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ein Integral der Differenzial- Gleichung: 

d 3 y + atfydx - 16aMydx 2 + (20a 3 + 6*~%cfe*ss0, 
wie man sich leicht durch Substitution Uberzeugen kann. 

Zusatz. Die ungleiche Wurzel (u -f- 5a) = 0 liefert in 
dieser Construction kein Integral, da sie wohl 

ü 8 + au 5 — 16a 2 u + 20a 3 , nicht aber auch 3« 2 + 2au— 16a 2 

zn Null macht. 

Beispiel 2). Die Differenzial -Gleichung: 

dhj — 1d*ydx + 15dydx* + (6ar- 3 — $)ydx* = 0 

giebt die Bedingungs - Gleichung : u s — lu 2 + 15u — 9 = 0, 
die gleich (u — 3) 2 (« — 1) = 0 ist, und zwei gleiche Wurzeln 
u— 3 = 0 hat. 

Da ferner x 3 =6, so ist ein Werth v= — 1 und das In- 



Wird differenzirt, und u = 3, 3u — 7 = 2 snbstituirt, so 
folgt nach gehöriger Eeduction y = ^x~ l e Zx — 2e 3x als Integral 
der gegebenen Gleichung, wovon man sich leicht überzeugen 
kann. 

Zusatz. Fär dieselben gleichen Wurzeln z.B. (u — 3) J =0 
kann man verschiedene Bedingungs - Gleichungen bilden, je 
nachdem man die dritte ungleiche Wurzel verschieden nimmt, 

z. B. u 3 — 27u + 54 = 0; (u - 3) 2 (u -f- 6) = 0 , oder: 
2 M 3 — 9u 3 + 27 = 0; (u - 3) 2 (2u -f 3) = 0 u. s. w. 

Erstere Gleichung giebt: a=0; & = — 27; s, = 54; 
letztere Gleichung giebt : a = — - f ; 6 = 0, s = y . 

Die entsprechenden Differenzial - Gleichungen sind: 




d 9 y~21dydx 7 +(UJ r Gx-^)ydx 3 =0 i (1) 
d 3 y-fdV* + (V+6*^)y^ 8 ==0; (2) 
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X — / 6 \ 

und ihre Integrale sind: J/=-7j — H » in ) (*)» * 




y=-y — di— — 1 (2), die nach gehöriger Reduction und 




nach Substitution von: u=3, die Ausdrücke geben 

y=x- 1 e?* — 3e 3x (1), und y = 2a;- 1 c 3 * — 3e 3 * (2), 

von deren Richtigkeit man sich durch Substitution leicht tiber- 
zeugen kann. 

Die zweiten und dritten partikularen Integrale sind durch 
die zweiten und dritten Wurzeln der Gleichung: 

v.v — 1 .v — 2 -f- 6 = 0, 

in unendlicher Reihe herzustellen. 

Aehnliches gilt von den Differenzial - Gleichungen aller 
Ordnungen , wie im vorhergehenden Abschnitte ausgeführt wurde, 
was hier nicht wiederholt zu werden braucht 



Wie bei den bestimmten Integralen, so tritt auch bei den 
bestimmten Differenzialen die Forderung an die Wissenschaft 
heran, diese Functionen auch auf die Gleichungen des IV. und 
V. Abschnitts anzuwenden, namentlich statt des Elements e* x 

das Element e ux P in das Integral einzuführen, also die Con- 
structionen des bestimmten Differenzials von der Form: 



darzustellen. Denn das Element e** ist nur ein ganz einzelner 

Fall des Elements e MX f\ und letzteres muss unvergleichlich mehr 
leisten als ersteres. 

Allein, Mass zu halten, hat schon bei den bestimmten 
Integralen die Rücksicht auf die Aufgabe blosser Prolego- 
mena geboten, und diess ist bei bestimmten Differenzialen 



g 88. Schlussbemerkung. 
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im erhöhten Grade der Fall, da ihre Entwicklungen viel um- 
fangreicher sind, als die der bestimmten Integrale. 

Dort wurden noch einige Anwendungen der Function 

auf Gleichungen der zweiten und dritten Construction gegeben. 
Die Anwendungen von 



auf die Gleichungen der nämlichen Constructionen geben das- 
selbe Resultat , wie denn überhaupt beide Functionen , die 
bestimmten Integrale und die bestimmten Differenziale in den 
Gleichungen der zweiten und dritten Construction ebenbürtig 
sind. 

Denn nehmen wir eine der im vorhergehenden Abschnitte 
behandelten Gleichungen, z. B.: 

* r 

und integriren wir sie durch: 
so sind die Differenziale: 

Substituirt man — x i x 2 *~~ 2 y in die gegebene 

Gleichung, so werden die ersten und zweiten Glieder des ersten 

14 
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und zweiten Differenzials gleichartig und geben die Summen: 
v(a + v — l)x*- 2 d(c«*V) (1) 
(a + 2v + f t — l)iix"+*-*d(ti#**V) (2). 
Eben so wird das dritte Glied des zweiten Differenzials mit 
— XjX 2 ^ -2 ^ gleichartig, und giebt die Summe: 

• ^+%-*((pV--j*)**F). (3) 
Gleichung (1) muss für sich gleich Null sein, und giebt: 

v(a-\-v — 1) = 0, also v = 0, und v = l — a. 
Gleichung (2) theilweise differenzirt giebt: 

(a + 2v+fi — l) l ux'+ 2 '> l - 2 ue»*V-Vdu; (4) 
4- (o -f 2 v + f t — 1 )f* x v + 1* - 2 e«* P0(tt F); (5) 
Gleichung (3) theilweise differenzirt giebt: 

2/*V+*P- W^FÖ«; (6) 4^+^- W — *i)^(« ttXli ^)- ( 7 ) 
Die Gleichungen (4) und (6) sind gleichartig und geben 
zusammengenommen : a 4 2»' -f - /< — 1 -f- 2/< = 0 ; 

Gleichung (5) gleich Null gesetzt, giebt entweder 8(uF) = 0 

oder (o-f 2v-}-/< — 1)// = 0. Letzteres ist unmöglich , da 

(a42v + // — 1)^=0 zugleich mit a-\-2v-\-(.i — 1+2// = 0, 

und mit v(a-\-v — 1)=0 bestehen mtisste; also giebt 8(uF)=0 

c 

die characteristische Operation <7(t*F) = 0, F = — . 

Gleichung (7) giebt /<V- x, = 0, woraus w bestimmt 
wird. 

Zusatz. Gäbe Gleichung (5) durch den Coefficienten 

(a -\-2v 4- /U — den Werth Null , so müsste sie einfach durch 

i/=a; v e ttX ! A integrirt werden, da alle Coefficienten als solche 
gleich Null gesetzt würden. Daraus folgt, da r(a-\-v — 1)=0 
ist, entweder a + // — 1=0, (für v=0,) oder v-\-ff=.0, (für 
a 4 v — 1=0). Tritt diess ein , so fällt die characteristische 

Q 

Operation F=— aus , und die gegebenen Differenzial-Gleichungen 




211 

werden einfach dnrch y=x v e ttX » u integrirt, wie im Abschnitt IV 
§§ 36, 37, erörtert wurde. 

Solche Gleichungen können also weder durch bestimmte 
Integrale noch durch bestimmte Differenz iale integrirt werden; 
sie werden einfach durch y=x y, e ux ^ integrirt; alle übrigen 

x* u 

Gleichungen werden durch yz=:-~d(e ux ' V) integrirt. 

Die einfache Function y = x v e MX f t ist daher in allen drei 
Fällen, in denen die Coefficienten der construirten Differenzial- 
Gleichungen einzeln gleich Null gesetzt werden müssen, den 
bestimmten Differenzialen und den bestimmten Integralen eben- 
bürtig; sie integrirt Gleichungen, die diesen unzugänglich sind, 

wie diess auch bei Gleichungen für die Functionen ar v J*e" x Vdu 

und -rj^$(e ux V) der Fall war. (So wird ja auch die höchst 

einfache Differenzial- Gleichung der fünften Construction : 

d n y — x n xr- in dx n = 0 nicht durch bestimmte Integrale oder 

durch bestimmte Differenziale , sondern einfach durch y = x v e wx f* 
integrirt) 



§ 89. Fortsetzung. 

In den übrigen Gleichungen, in denen v andere Werthe, 
als bloss » = 0, und * = — fi haben kann, die also allge- 

meiner sind, als die Gleichungen des § 36 , ist y =— 8(e uxli F) 

vu 

Integral der Gleichung : -^JL -\- — x a a? 2 t i — 2 y=0, und es 
finden die bestimmenden Gleichungen statt: /tV — x a = 0, 
v(a + v — l)=Os a + 2»'4-/ < — 1 + 2//=0; P=— 

Der Werth v = 0, giebt a=l — /< — 2//; 

der Werth a-f-v — 1 = 0 giebt a = l 4-/*-}~2//. 

U* 
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Zusatz. Es ist nicht schwierig, diese Formeln für die 
Function: 



jf = -^-8[F8(..8(««« l F))] l 



zu geben. Es finden die nämlichen Gleichungen statt: F=~; 

juV — x 2 = 0, v(a-\-v — 1) = 0, und überdiess: 
a=l— ft — 2afi (fllr v=0); 0 = 1+^ + 2«^ (für v=l—a). 

Es ist demnach allgemein 
Integral von 

^- + (l-(2a + D/0^-^- 2 y = 0, und 

y (ßu) a v u v' v • / " 

ist Integral von 

Ä+(l+(2a + 1) fifc - = 0. 

Da in letzterer Gleichung v = l — a, »= — (2a-|-l).« ist, 

Zusatz. Die angedeuteten Operationen können aufs Leich- 
teste ausgeführt werden; so ist z. B. 

Ist nun z. B. x, — £ und /i = | , so folgt « = ± 1 , und für 
tt = l, v = 0 ist 

Integral der Gleichung: 

W~2Ä"~^- a 
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Ebenso ist y = ac v e* — + 3) für ju={, u=l, 
x a =|, Integral der Gleichung 

nnd da r= — (2a + l)/i = — y ist, so wird das Integral: 

y z= x- t* e* V(x 2 ? — 3xl A -f 3) 
worin noch /< = f gesetzt werden muss. U. s. w. 

Die voranstehende Entwicklung ist der zweiten Construction 
untergeordnet Sind nun bei Gleichungen der II. , wie auch 
der III. Construction, beide Integrations - Methoden , die durch 
bestimmte Integrale und die durch bestimmte Differenziale voll- 
kommen coordinirt, so geben hingegen bei den Differenzial- 
Gleichungen der V. und VI. Construction nur die bestimmten 
Differenziale Integrationen von Differenzial - Gleichungen, 
die bis jetzt den bestimmten Integralen von der Form 

yzzzx^e^Vdu 

unmöglich sind. 

Aber gerade diese Constructionen nehmen bei der Function 

und noch mehr bei der Function: 

y = -f-$[Vd(..d(e^V))]+C 

einen solchen Umfang an, dass sie der Theorie selbst über- 
lassen werden müssen. 

Somit schliessen wir diesen Abschnitt in der Ueberzeugung, 
dass die wenigen bisher durchgeführten Constructionen den 
Beweis geliefert haben, dass die Integrations - Methode durch 
bestimmte Differenziale, neben der Integrations -Methode 
durch bestimmte Integrale, gleichmässig bestehen müsse, da 
sie Differenzial- Gleichungen integrirt, die ohne sie nicht in- 
tegrirt werden können. 



VIII. 

S f. h 1 u s s . 



§ 90. Vergleiohung der verschiedenen partikularen Integrale. 

Werden die in den vorausgehenden Constructionen enthal- 
tenen partikularen Integrale: 

* v e«*; x"[e«*Vdu] —?—d[Vd( . . 8(e ttX V))] 

j iß*? 

verglichen, so zeigt sich, dass die Function x v e ux die Dif- 
ferenzial- Gleichungen der I. und IV. Constrnction vollständig 
integrirt, während sie in der IL und III. Construction nur je 
eine Differenzial - Gleichung, und in der Y. und VI. Construction 
nur diejenigen Differenzial - Gleichungen integrirt, in welchen 
die entsprechenden algebraischen Gleichungen n gleiche Wur- 
zeln haben. Die zweite Function, das bestimmte Integral: 

a} v j"e"F8u leistet in der L und IV. Construction nichts Be- 
sonderes ; hingegen giebt sie in der IL und' HL Construction 
unendlich viele iutegrirbare Differenzial- Gleichungen, während 
sie in der V. und VL Construction bei Differenzial - Gleichungen, 
die den zweiten Grad Ubersteigen, nichts leistet, auch in dem 
Falle nicht, dass die entsprechenden algebraischen Gleichungen 
n, oder (n — 1) gleiche Wurzeln haben. 

Die Function des bestimmten Differenzials : 
hat mit dem bestimmten Integral gemeinschaftlich, dass sie in 
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der I. und IV. Construction nichts Besonderes, wohl aber in 
der II. und III. Construction Vorzügliches leistet, während sie 
in der V. und VI. Construction integrirbare Differenzial-Gleich- 
ungen liefert, wenn die entsprechenden algebraischen Gleichungen 
(n — 1) gleiche Wurzeln haben, Integrationen, die weder 
durch einfache Functionen, noch durch bestimmte Integrale 
' ausgeführt werden konnten. — Wenn es auch möglich ist, dass 
diese Integrationen durch Summen mehrerer bestimmter In- 
tegrale gefunden werden, so kann diess nur empirisch geschehen, 
indem diese bestimmten Integrale mit willkührlichen und unbe- 
stimmten Coefficienten und Exponenten vorausgesetzt werden, 
die dann nach der Methode der unbestimmten Coefficienten in 
jedem einzelnen Falle bestimmt werden, was von geringem 
theoretischen Werth ist; während, (wie §§ 80 u. folg. nach- 
gewiesen wurde,) die bestimmten Differenziale die apriorischen 
Bedingungen: v-f 1 = 0, v-j-2 = 0 &c, geben, so dass die 
Differenzial-Gleichungen der V. und VI. Construction ausschliess- 
liche Domaine der bestimmten Differenziale bleiben, (im Falle, 
die entsprechenden algebraischen Gleichungen (n— 1) gleiche 
Wurzeln haben), gleichwie diese Gleichungen ausschliessliche 

Domaine der einfachen Function ac v e MX sind, (wenn die ihnen 
entsprechenden algebraischen Gleichungen n gleiche Wurzeln 
haben.) 

§ 91. Umfang der Constructionen. 

Die im Vorausgehenden behandelten Constructionen sind 
nur ein kleiner Theil der möglichen Constructionen, indem 
ja Differenzial-Gleichungen construirt werden können, deren 
einzelne Glieder nicht bloss monomische, sondern beliebige poly- 
nomische Factoren haben, wodurch das Gebiet der Construc- 
tionen ins Unermessliche erweitert wird. 

Ueberdiess wurden die Constructionen bloss aus den ein- 
fachen Ausdrücken: 

x* \ x v Je" Vdu j -^y^t W( • • 8(f> MX F))] 
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abgeleitet , nicht aber auch aus andern Functionen , und noch 
viel weniger aus den Summen der bestimmten Integrale und 
Differenziale , eine kleine Anwendung in §§ 81 , 82 . . abgerechnet« 

(Es ist überflüssig, dort statt der Formeln z. B. 
y = * v Je~ Vdu + C &c. 

eine Summenformel 27 einzuführen, da £ als Summenformel 
auch die Bezeichnung aller Operationeu, die in den einzelnen 
Summanden ausgeführt werden sollen, enthalten muss , eine 
Formulirung , die füglich der Theorie selbst überlassen werden 
kann,) 

Diese Constructionen sind auch nicht ausgeführt worden 
bei Functionen, in denen die Exponenten selber beliebige Sum- 
men sind, als: 

v ux^ 4- vx? ' * + . . 

y = x e , 
oder in weichen solche Ausdrücke, wie 

in bestimmten Integralen oder bestimmten Differenzialen als 
Elemente enthalten sind. 

Wer sich davon überzeugen will , welche unerwarteten 
Differenzial- Gleichungen z.B. schon durch den höchst einfachen 
Ausdruck : 

v ux« 1 + vx^ * 

y = x e 

gelöst werden , mag diese höchst leichte Construction versuchen, 
und nichts hindert, ähnliche Constructionen durch bestimmte 

Differenziale und Integrale auszuführen, in denen statt e ux * 
die Function e ux|A "^ l ' x, enthalten ist, ja in denen der 

Exponent in e ux ^^ r ex * " selber durch eine apriorische 

Summen -Formel, sei es als bestimmtes Differenzial oder als 
bestimmtes Integral, in allgemeiner Gestalt erscheint. 

Erwägt man diess Alles, so drängt sich die Ueberzeugung 
auf, dass einerseits die Construction der Differenzial- 
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Gleichungen noch in den allerersten Stadien ihrer Entwicklung 
ist,, und dass sie andererseits schon bei diesem ihren ersten 
Beginne eine reiche, unversiegbare, allen Zeiten unerschöpf- 
liche Quelle der Erkenntniss öffnet , einen lebendigen Born 
der Wissenschaft , von dem das Wort gelten kann : „inulti 
pertransibunt et augebitur scientia." 

§ 92. Bildung neuer integrirender Functionen. 

Es liegt in der Natur der Construction der Differenzial - 
Gleiohungen, dass nur Gleichungen von bestimmtem Coefficienten- 
Bau, niemals aber Gfeichungen von willktihrlichem Coefficienten- 
Bau hervorgehen, so dass durch die Methode der Construction 
wohl relativ allgemeine, aber niemals schlechthin allgemeine 
Differenzial - Gleichungen integrirt werden können. 

Sind nun solche Gleichungen dennoch als Probleme gegeben, 
so sind sie näherungsweise zu integriren, wofür es genug 
Formeln und Reihen giebt, die rasch zum Ziele führen, wie in 
den „Untersuchungen über den integrirenden Factor k*, 
Cap. VIII dargelegt worden ist. Diess genügt dem prakti- 
schen Bedürfniss; denn wenn durch die Erfahrungswissen- 
schaften ein Problem gegeben wird , so muss es durch die Ana- 
lysis auch gelöst werden, und es kann schlechterdings kein 
Problem geben, das nicht durch die allgemeine Theorie prak- 
tisch gelöst werden könnte. Doch diess genügt noch nicht 
dem theoretischen Bedürfniss. Die Theorie strebt nicht 
bloss nach praktischer, sondern auch nach theoretischer Be- 
wältigung der Schwierigkeiten , weil sie dadurch den Kreis 
ihrer apriorischen Erkenntnisse vermehrt; und es kann auch 
hier kein Problem geben, das die Vernunft nicht allgemein 
theoretisch bewältigen könnte, da es für sie im Reiche der 
Erkenntniss nichts Unmögliches giebt. — Findet sich z.B., um 
bei den Differenzial - Gleichungen zu bleiben, eine Gruppe von 
Gleichungen, die durch die Function e HX und ihre Combinationen 
nicht integrirt werden können, so wird eine neue, sie integ- 
rirende Function gebildet; es werden für diese neue Function 
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die specifiscben Operations - Gesetze herausgestellt , und die 
nummerischen Werthe berechnet , und in Tafeln verzeichnet, wo- 
durch man in den Stand gesetzt wird , mit dieser Function gerade 

so zu verfahren , wie mit x* oder c"* u. s. w. , die ja auch 
nichts anderes sind, als Functionen, die das voraushaben, dass 
man ihre Operations - Gesetze kennt, nnd dass man ihre num- 
merischen Werthe jederzeit leicht herstellen kann , oder in Tafeln 
verzeichnet vor sich hat, wie z. B. in Logarithmen- oder 
Sinus -Tafeln &c. 

Dadurch wird das Gebiet der speciellen Untersuchungen 
betreten, die so lange speciell bleiben, bis die neue Function 
vollkommen durchgebildet ist. Ist diess geschehen , so wird sie 
den allgemeinen Untersuchungen angereiht, und bildet einen 
Theil der allgemeinen Theorie, wenn sie von der Art ist, 
dass sie allgemeine Probleme löst 

Aufgabe ist nun, zu unterscheiden, welche specielle 
Untersuchung zunächst für die Wissenschaft angedeutet ist. 
Diess ist im gegebenen Falle so klar, so eindringlich und so 
entscheidend herausgestellt, dass man es gar nicht Ubersehen 
oder verkennen kann. 

Wenn die Functionen a? v , e**, und ihre Combinationen, Dif- 
ferenzial- Gleichungen zweiter Ordnung von der Form: 

xd 7 y -\- adydx dt r*xydx* = 0, 

allgemein integriren, in allen Fällen, in denen der Coefficient 
a eine gerade Zahl ist, so ist eine Function J herzustellen, 
die das Nämliche leistet, wenn der Coefficient a eine ungerade 
Zahl ist. Denn solche Gleichungen können weder durch e ul 
noch durch bestimmte Integrale oder bestimmte Differenziale, 
in denen e ux enthalten ist, in endlicher Form integrirt werden. 

Da nun durch Transformations - Formeln von den einen 
ungeraden Coefficienten leicht zu den andern übergegangen 
werden kann, so genügt es, die neue Function für die Gleichung : 

xd*y zk. dydx ± r*xydx* = 0 

zu bilden, in welcher a = ±l gesetzt wird. 
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In der That haben Gleichungen dieser Art schon früh- 
zeitig die Forscher beschäftigt, und schon Euler integrirt 
(Instit. Calc. Int. II Cap. VIII § 977) die Gleichung: 

xd*y + dydx + r i x^~ x ydx' 1 = 0, 

also eine relativ allgemeine Gleichung, die in die Oben gegebene 
übergeht, wenn n=2 gesetzt wird. 

Euler findet dort durch eine Methode, die auch jetzt 
noch des Nachlesens werth ist, die beiden partikularen Inte- 
grale der behandelten Gleichung, die folgende sind: 

1 -^' n +T-?^^- 1.4.9.»' «»+-J 

y , = [ % *(l_£x" + ^^- 0 ^» + ..) + 
/2r 8 6r* . 22r 6 \T 

+(-5T x " - TO" «*" + TW 1 * + • ■ ■) J 

Ueberdiess giebt En ler das allgemeine Bildungs- Gesetz 
des zweiten Theiles von y a , indem die Zahlen • Coefficienten : 
2, 6, 22..., je aus den beiden unmittelbar vorhergehenden ab- 
geleitet werden, wie folgt: 6 = 3.2 — 1.0; 22 = 5.6 — 2 1 . 2, 
so dass 7.22 — 3'. 6 = 100 als vierter Zahlen -Coefficient; 
9.100 — 4'. 22 = 548 als fünfter Zahlen - Coefficient u. s. w. 
folgt. 

Setzt man r' = l und n=2, so ist y x nichts anders, als 
die Reibe, welche später den Namen der Fourier'schen er- 
halten hat, und y 7 ist nichts anderes, als die sogenannte Besse 1'- 
sche Function zweiter Art ftlr » =0. 

Schon diese historischen Bezeichnungen deuten an, dass 
die Wissenschaft in der That diejenige specielle Untersuchung 
aufgenommen hat, die durch die Theorie als die zunächst- 
gegebene und allerwichtigste herausgestellt wird. 
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§ 03. Fortsetzung. 

Uebergehen wir hier das zweite partikulare Integral, und 
entwickeln wir das erste (nach der Methode der unbestimmten 
Coefficienten) , so folgt sehr einfach: 

1) für die Gleichung: xd*y + adydx + r*xydx* =0 

/.. r r x* r*g* rV V 

"2(l+a)' f "2.4.(H-a)(3+a)"2.4.6(l+a)(3+a)(5+a) 1 "V 1 J 

2) für die Gleichung: xd % y — adydx +r*xydx 7 = 0 

2/i—ß\l- 2(1^) + 2.4.(l-a)(3-a) ~ 2.4.6(l-a)(3-a)(5-a) + "7 (B) 

3) für die Gleichung: a:d 2 t/ -f adydx — r*xydx* = 0 

1+ 2(l-hi) 1 2.4(l+a)(3+a) + 2.4.6(H-a)(3+tt)(5-f-o) + "7 (C) 

4) für die Gleichung: a;d a y — acfydx — r 7 xydx 2 z=:0 

1 + 2(T^Ö + 2.4(l-a)(3-o) + 2.4.6(l-a)(3-a)(5-a) +~ 

Diess sind nun allerdings vier Reihen , die in höchst frag- 
würdiger Gestalt erscheinen. 

1) Setzt man o = 0, d. h. sucht man die ersten partiku- 
laren Integrale der DifFerenzial - Gleichungen : 

d*y + r 2 ydx* = 0 , und d*y — r r ydx 2 = 0 , 
so erhält man: 

2.1+2.4.1.3 2.4.6.1.3.5 + ,, \ 

y » = 1+ 2X + 2.4.1.3 + 2.4.6.1.3.5 + ' ' ' (E) ' 

wenn man der Kürze halber die willkührlichen Coefficienten 
a und y gleich 1 setzt 
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Erstcre ist die Cosinus - Reihe , und letztere ein Theil der 
Exponential - Reihe : 



In der That ist cos rx ein partikulares Integral der Gleich- 
ung : o?y -j- r*ydx* = 0 ; eben so ist von der Gleichung : 
of 2 y — rtyfo'zrO; nicht bloss e^, sondern auch die Reihe (E): 

+ 2.1 + 2.4.1.3 + 2.4.6.1.3.5 + 
ein partikulares Integral. 

Ihre zweiten partikularen Integrale sind, wie bekannt: 
sinrx und die Reihe: 

fX + X3 + 2.3.4.5 ' 

Die Reihen (E) und (F) geben die Function e n , die ebenfalls 
partikulares Integral von d*y — r J ydr 2 =0 ist, und die für die 
Construction der Differenzial-Gleichungen so Vorzügliches leistet. 
Es liegt auf der Hand, dass, wenn die Integrale (E) und (F), 
die nur Theile von c rx , aber doch auch partikulare Integrale 
der nämlichen Gleichung d*y — r^ydx* = 0 sind , einzeln 
genommen werden, lange nicht die schönen Constructionen der 
Differenzial - Gleichungen erfolgen , wie sie mit dem Integral 
e rx gelingen. 

(Die zweiten partikularen Integrale der Gleichungen: 
d Q y -{- r'^jdx 2 = 0 und d 2 y — r*ydx 2 = 0 

nämlich sinrx und Reihe (F) müssen übrigens aus den zweiten 
partikularen Integralen der Gleichung: 

xd 2 y ± adydx ± r 7 xydx* = 0 

hervorgehen, wenn in ihnen a = 0 gesetzt wird, was hier 
unberücksichtigt bleibt). 
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2) Setzt mam a = l, so folgen die Reihen: 

yt - 1_ X2" i " 2.4.2.4 ~~ 2.4.6.2.4.6 T — <AUi 

^ — 1 + TT T 2.4.2.4 2.4.6.2.4.6 ^ 

Die Reihen (B) und (D) werden für a=l unendlich, 
wenn man nicht die willkührlichen Constanten ß und d gleich 
— a), n(l — o) setzt. 

In diesem Falle, und wenn man der Kürze halber m und 
n gleich 1 nimmt, folgt: 

^ = ~ \— T4T2" + 2.4.6.2.4 ""'••) (Bl) ' 



* — + "2~" i " 274T2" + 2.4.6.2.4 + ™* 

Zusatz 1). Die Reihe (A,) ist für r=l die bekannte 
F ouri er'sche Reihe, und hat mit der Cosinus-Reihe die grösste 
Analogie. Eben so hat Reihe (B,) einige Analogie mit der Sinus - 
Reihe. Die Reihen (C t ) und (D,) haben Analogleen mit der 
Exponential - Reihe e rx . 

Zusatz 2). Obschon diese Reihen vier verschiedenen 
Differenzial - Gleichungen zweiten Grades entsprechen, so sind 
sie doch zusammengehörige Reihen, und man wird sie 
bei erschöpfender Darstellung ihres Functionen - Gebiets nicht 
entbehren können. Sie haben sehr einfache Verhältnisse zu 
einander. Ist z.B. d(sin x) = cos xdx und d(cosx) = — sinxdr, 
so ist xd(A t ) = B i dx ; und dB l — — xr^A^x, u. s. w. 

Eben so giebt die Summe: (A. + B { ) die Reihe 

1 3rV 5r*s« d(xA t ) 

"272"* 1 " 2.4.2.4 ~"~~dx~' 

Die Reihe A { integrirt die Differenzial - Gleichung : 
xd*y dydx -f- r^xydx* = 0 ; 

die Reihe J3, integrirt die Gleichung: 

xd*y — dydx + r 2 xydx* = 0, 
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und die Reihe (A { 4" Ä,) = T integrirt die aus d^xA^ con- 
struirte Differenzial-Gleichung , deren Herstellung keine Schwierig- 
keit hat , da die dem Integral A x entsprechende Gleichung 
bekannt ist, und leicht substituirt werden kann. 

Zusatz 3). Die Reihen {Ä) und (C), ebenso (B) und (D) 
können durch die Substitution ri statt r in einander übergeführt 
werden , wie diess auch bei den Functionen e rx und cos (rx) , sin (rx) 
durch den Moivre'schen Satz geschieht, wodurch die Analogie 
zwischen den beiden Functionen - Gebieten vollständig wird. 

Demnach werden alle nothwendigen Analogieen entwickelt 
werden müssen, gerade so, wie man sich auch bei den trigo- 
nometrischen Functionen nicht mit der Cosinus -Reihe allein 
begnügt, sondern sinx, tgx, &c, und auch arccosx, arcsinx, 
arctgx entwickelt. Jeder weiss, was diese Erweiterungen leisten. 

S 94. Geschichtlicher Rückbliok. 

Von diesen sämmtlichen Reihen ist bisher nur die eine 
Reihe A x beachtet worden. Nachdem sie, wie erwähnt, von 
Euler vollsändig entwickelt worden war, der aber die in ihr 
liegenden Gesetze nicht weiter beachtete, nahm sie nach langer 
ZeitFourier auf, (1822), und entwickelta daraus die bekann- 
ten und nach ihm benannten schönen Operations -Gesetze, wozu 
auch Poisson (1823) seine Bemerkungen gab. 

Bald darauf hatte Bessel den glücklichen Gedanken, das 
Integral nicht bloss von xd 7 y -{- dydx -\- xydx 2 = 0, sondern 
allgemein von: 

xd*y -f- dydx -f xy(l — —^dx 1 — 0 

zu untersuchen, so dass die Fourier'sche Reihe nur ein be- 
sonderer Fall der Bessel'schen ist, (für v=0). Wenn die 
B es s ersehe Function, (das erste Integral der obigen Gleichung,) 

durch J^ rx) bezeichnet wird; so ist die Fourier'sche Function 

durch j£ x ) zu bezeichnen, wobei die Constante r allgemein ge- 
nommen wird, (obgleich sie bei Fourier und Bessel und bei 
Späteren nur für r = 1 behandelt wird.) 
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B e s s e 1 stellte die Fundamental-Gleichungen seiner Function 
auf, und später betheiligten sich Jacobi (1836), und Han- 
sen, (1843), an diesen Untersuchungen. Von Letzterem sind 
auch Tafeln fllr die Bessel'sche Function berechnet worden. 

Seitdem, und ganz besonders in neuester Zeit, haben sich 
viele Forscher an der Constituirung und Erweiterung dieser 
Function betheiligt; und wenn eine so grosse Eeihe vorzüg- 
licher Mathematiker mit dieser Function noch nicht zu Ende 
gekommen ist, so kann diess als Beweis des reichen und fast 
unerschöpflichen Inhalts gelten, der in ihr liegt. 

Es gilt überhaupt hier, ein Functionen - Gebiet zu begren- 
zen und festzustellen , von dem die Function J* rx) nur ein Theil 
ist, das aber an Umfang und Allgemeinheit mit dem ausge- 
zeichneten Functionen-Gebiet e wx t 1 in die Schranken treten kann. 

§ 96. Conatructionen aus der P o u r i e r'schen und Hessel'- 

schen Function. 

Obgleich nur erst ein kleiner Theil dieser Functionen be- 
stimmt ist, so hindert doch nichts, aus ihnen die Differenzial- 

Gleichungen gerade so zu construiren , wie aus der Function e"*!\ 

Man verbindet z. B. acHjJ*), oder ^^ x) i wie man £c v e MX , 

oder x v e MZ P verbunden hat, um daraus Differenzial-Gleichungen 
zu construiren. 

Bildet man z. B. aus der Function j£ x) die Differenzial- 
Gleichung : 

^ + ^ + ,(„. + ^ = 0, 

so folgt: 

yrrxPjJx), also t/fa'-f— ^dx'^x^dx^+xW-^dx*', 

\ x / 

a ^L= a//^- 2 J ( ° rx) dx 3 + ax^dJU^ ' 
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Nun gilt für «7« die Gleichung: 

es ist demnach : dVj x ) = — dJ« — r\7(? X )d* a . 

Wird dieser Werth substituirt, nnd werden die gleich- 
artigen Glieder zusammengenommen , so folgt : 

OsflPjftrfoP — r')dx a -M A - 2 4*)(a[i + * 8 )d* 2 + 

+ ~ x 4$tfa + 2 /< — l)dr- 
Diese Summen einzeln gleich Null gesetzt, geben die Gleichungen : 

a 2 -r 2 = 0 (1); a,< +fi . (<< — 1) + * 2 = 0 (2); 
a 4-2/^ — 1=0 (3). 

Gleichung (1) giebt r 3 = a 9 , bestimmt also r (einen Werth 
der Tafeln durch die willkührlich gegebene Grösse a 2 ) ; Gleich- 
ung (3) giebt: 0 = 1—2^, nnd Gleichung (2) giebt: 

fi = + x und o = lrp2x. 

Zusatz 1). Ist a 3 = l und x a = l, so wird // = ±1. 
Aus Gleichung (3): a=l — 2/< folgen die zwei Werthe: 
o=4-3 und a = — 1 und die zwei construirten Differenzial- 
Gleichungen sind: 

d . y _^+( 1+ J r ) y ^ = o, 

' für welche zwei Integrale: yrrx" 1 ^ 0 , y=x+ l J? gefunden 
werden. 

Das Integral y^=x~" l J^ gehört zur Gleichung: 

d'y + Ä + (i + ^r)y^=o, 

15 
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und die Substitution y = a;- , «/ x 0 , d. h. 

_ _,/ x*_ x* x 6 \ 

y - X V 2. 2 + 2. 4. 2. 4 2. 4. 6. 2. 4. 6 ' ' / 

macht in der That obige Gleichung zu Null. 

Diess Integral wird also gebildet aus dem ersten Integral 
der Fourier'schen Gleichung 

d*j*+<u!&L ss o. 

x 

Das zweite Integral yrsaH'-VJ) gehört zur Gleichung: 

wird aber nicht aus dem ersten*, sondern aus dem zweiten 
Integral der Fourier'schen Gleichung 

dV ( ° x) + dJ ( ° s) ^ + J ( 0 x) ^ = 0 

gebildet. 

Diess zweite Integral ist: 

■ 

r =M 1 ~O+O^- 2.*.£2.46 + "0 + 

/2x* jia^ 22x 6 \ 
+ \2 3 0* + 8.272' "/ 

und 

y = xY=logx(x - iL + _ 2 4 * a 4 6 + ...) + 

/ 2a? 3 6x 5 22a; 7 \ 

+ \ 2 3 8.2 S 8.27. 2 7 "7 

ist partikulares Integral der Gleichung: 
wie auch die Substitution zeigt, 
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Zusatz 2). Dass sich die beiden partikularen Integrale 
der Fourier'schen Gleichung «7, und Y auf die beiden abge- 
leiteten Gleichungen: 

xdhj + Bdydx + x(l + -^*)ydx* = 0 (I) , 

xd 7 y - dydx + x(l -f -^r)w* 8 = 0 (II) 

verthcilen , ist nicht zu verwundern , da die Fundamental - 
Operation, welche die Ableitungs-Gleichungen I und II möglich 

dJilx 

machte, nämlich die Substitution <i 2 J== - Jdx-, ganz 

in gleicher Weise für J, wie für Y gilt. 

Zusatz 3). Vergleicht man die Gleichungen I und II, 
so findet man, dass sie gegenseitig integri rende Gleichungen 
zu einander sind. (Verg. I §§ 2, 3). Denn 

y(xd*y + Mydx -f x(l + -^r)ydx') = 0 

giebt: 

was Gleichung II ist; und 

if)(xd 2 y — dydx -f- x(l -f- -^jydx i ) = 0 

giebt : 

xd*tp + Zdxpdx + x(l -f- _L^d3c a = 0, 

was Gleichung I ist. 

Dadurch ist man in den Stand gesetzt , Differenzial - 
Gleichungen erster Ordnung für (p und xp herzustellen, was 
hier nicht weiter verfolgt wird. 

Zusatz 4). Man findet durch diese Construction für a 
bloss einen von x abhängigen Werth a = lqp2x. Will man 
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mehrere entsprechende Werthe für er, so hat man die Con- 
struetionen aus den bestimmten Integralen, oder aus den be- 
stimmten Differenzialen zu führen, gerade wie bei der Function 
aPe u *. In diesem Falle sind: 

y = x^J ux Vdu oder y = ^d[V(d ..d(VJ„))} 
die vorausgesetzten partikularen Integrale. 

Zusatz 5). Construirt man die Gleichung: 

aus der Besse l'schen Function y — x?J^ ri)1 so verwandelt sich 
Gleichung (2) in: 

Oft -\-fi.fl — 1 -f- X 2 + V 2 = 0, 

weil äV^ = - «U^g - rV^dx> + 

snbstituirt wird, so dass sich v 7 zu den Gliedern summirt, die 
den Factor x?~ 2 haben. Da Gleichung (3) den Werth 
a = 1 — 2« giebt , so folgt 

x 2 + v a_ /t » = 0 und a=l±2VV + v*), 

so dass o willktihrlich bleibt, und nicht mehr von x a ab- 
hängig ist, da sich v , (ein Werth der Tafeln) nach a richtet. 
Es kann daher durch die Bessel'sche Function Jv die Dif- 
ferenzial - Gleichung 

ganz allgemein construirt werden. 

Zusatz 6). Auf gleiche Art werden Di fferenzial - Gleich- 
ungen dritter und höherer Ordnung construirt, z. B. 

d ., + + "s*? + („. + = o . 
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Denn entwickelt man yzzzx^J, (worin der Kürze halber J 

statt j£ gesetzt wird,) so erhält man Glieder, die J, dJ, dV 
nnd d\T zu Factoren haben. Differenzirt man 

xd V -f dJdx -f r'xJdx* = 0 

so folgt: 

xd a J -f 2d Vdx + r*xdJdx* + rVdx 8 = 0 . 

Es kann daher d 9 J durch J, dJ nnd d 2 J gegeben werden. 
Eben so wird d t J durch Gleichung xd^J+dJdx-^-r^xJdx 1 — ® 
in Ausdrücken von J und dJ gegeben. Man erhält daher Sum- 
men, die sich durch J, dJ } und durch die verschiedenen Po- 
tenzen von x unterscheiden. Setzt man die gleichartigen 
Summen einzeln gleich Null, so werden die Grössen //, a, 6 
gefunden. U. s. w. 

§ 96. Schluss. 

Wird nun nicht bloss die eine der vier im § 93 gegebenen 

Reihen, nämlich nicht bloss die Reihe jj x ), sondern werden 
auch die drei andern entsprechenden Reihen durchgebildet, und 
werden namentlich die ihnen entsprechenden, umgekehrten 
Functionen hergestellt, gerade so, wie aus y=ze x die Function 
x=rlogy, aus y=zsinx die Function x=arcsiny &c. , gebil- 
det wird, was sowohl für die analytischen Operationen , als auch 
für die Integration von Differenzial - Ausdrücken und von 
Differenzial Gleichungen von Wichtigkeit ist, so ist Alles 
zur erschöpfenden Construction dieses grossen Functionen -Ge- 
biets, von dem die Fourier'sche Function nur ein Theil ist, 
vorbereitet. Die betreffende Untersuchung könnte sogleich be- 
gonnen werden , wenn nicht zunächst andere Aufgaben zu lösen 
wären. 

Denn sind zwar die ersten Grundlinien der Construction 
linearer Differenzial - Gleichungen für Functionen einer unab- 
hängig Veränderlichen gegeben, so fehlt doch noch einesthcils die 
Construction der nicht - linearen Differenzial- Gleichungen 
und andern th ei ls die Construction der Differenzial - Gleichungen 
mehrerer unabhängig Veränderlicher. 
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J eder weiss , wie wichtig die letzteren Differenzial - 
Gleichungen, namentlich die linearen Differenzial -Gleichungen 
zweier unabhängig Veränderlicher sind, die, obwohl sie nur 
sehr sporadisch als integrabel erscheinen , und einer Erweiterung 
sehr bedürftig sind, dennoch den Reichthum und den Stolz der 
mathematischen Physik ausmachen. Es ist nun zu versuchen, 
wie sich hier die Methode der Construction bewährt; ob sie 
ihre Dienste versagt, oder aber auch hier einen ungeahnten 
Reichthum integrabler Differenzial -Gleichungen wie durch Zau- 
ber herstellt 

Im Allgemeinen werden sich diese Untersuchungen in den- 
se en Schranken bewegen müssen, in denen die Constructionen 
der Differenzial -Gleichungen einer unabhängig Veränderlichen 
gehalten worden sind. Denn die freie und allgemeine Discus- 
sion kann nur die mö glichen Methoden geben, und diess soll 
sie auch ; die Resultate hingegen kann sie nicht erschöpfen ; 

Wir* ^ 8pecieUen Untersuchungen anheim. 
„1 eine solche aufgenommen , z. B. die Untersuchung 

über die Gleichung • 

wie , u . ^«^±^±-^=0, 

dass ^ lm • orner 6 eQ cnden angedeutet worden ist, so ist klar, 

za komme ^ Hoffmm ß he 8 en kann ' rait ihr ans Ziel 

ßeeeb ^ ' Werm man nicht die sämmtlichen durch die Theorie 
ihr die^C Methodeu versucht und erprobt hat. So ist in 
,. s Lotion aus bestimmten Integralen, und aus be- 

stimmten T)!«* 

is t, allseit- nZlalCn 1 deneD * U Element entualten 

durch diese F Versucn ^ wor d en i nnd es nat sich ergeben, dass 
integrirt * Unctlonen die untersuchte Differenzial-Gleichung nicht 
den, und" <J* - S musste zur Function J v übergegangen wer- 

sie imagin^ 86 * e * s ^ e t » was j eQ<e andere Function versagt. Giebt 
berechnet sind "^ er * ne ^ r r nn( * ^ r we ^ cne keine Tafeln 
Gleichungen l ' S ° kommt diess daher , dass von den vier 
8ie alle ai ? § 93 ' 

nur eine genommen wurde , während 

*"* statt r |J 5Un . e ^ men sind, da sie durch die Substitution von 

eMX > sin x nn 1 einauder Übergehen, gerade wie die Functionen 
un <* Cosa?. 
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Und auf ähnliche Art kann jede besondere Klasse von 
Differenzial - Gleichungen durch allseitige Anwendung der Me- 
thoden und durch Einführung der erforderlichen neuen Functionen 
allgemein integrirt werden , und jede solche untersuchte Gleich- 
ung integrirt nicht bloss sich, sondern zugleich eine unendliche 
Zahl anderer, die von ihr abhängig sind. 

Da diess bei jeder besondern Klasse von Differenzial - 
Gleichungen der Fall ist, so gilt der allgemeine Lehrsatz , dass 
alle besondern Klassen , also auch alle Differenzial - Gleichungen 
allgemein integrirt werden können, wenn die hiezu erforder- 
lichen Operationen und neuen Functionen angewendet werden. 

Die besondern Untersuchungen haben die Aufgabe, alle 
die gewonnenen Resultate zu sammeln ; hingegen die Methode zu 
geben, und zu ihrer allseitigen Anwendung zu befähigen, ist 
Aufgabe und Ziel der allgemeinen Theorie. 



Einige Berichtigungen. 

Seite 64, Linie 6 v. O. statt x'e /uc L ar'eK 

» 77, Linie 6 v. U. statt d'y I. tfy. 
&c. &c. 
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Eine früher erschienene Schrift des Verfassers ist: 

Der integrirende Factor und die partikularen Integrale. Pro- 
legomena zur Theorie der Integration. (IV, 140 S.) Würzburg, 
Julius Kellner's Buchhandlung. 1868. 
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*• E. Thoin'Bche Buohdruckerei. 
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